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Resumen

El objetivo fundamental de este Trabajo Fin de Master es la introduccién, en el entorno
FLOPER, de una nueva técnica de calibrado de programas logicos difusos basada en el
uso de solucionadores de problemas de satisfacibilidad mdédulo teorias. Estas técnicas
de calibrado automaético de programas difusos simbélicos se utilizan para elegir los
pesos y conectivos adecuados en las reglas de un programa simbolico, partiendo de un
conjunto de casos de prueba.

Con el propésito de avanzar en el desarrollo de un entorno completo de programa-
cion légica difusa, que incluya utilidades para la compilacién, ejecuciéon, optimizacion
y depuracion de este tipo de programas, el presente trabajo da un paso mas en el
desarrollo del entorno FLOPER y del lenguaje FASILL, centrandonos en la implemen-
tacion de la técnica de calibrado mencionada. Asimismo, se ha desarrollado una nueva
plataforma online donde poder desplegar y calibrar programas logicos difusos.

Por otra parte, mostramos en esta memoria distintas aplicaciones reales del calibra-
do de programas difusos a problemas no triviales como, por ejemplo, regresion lineal,
validacién de circuitos e incluso la web semantica.

Queremos destacar que la descripcion de estas técnicas de transformacion y cali-
brado automatico de programas légicos difusos, incluyendo los detalles de su imple-
mentacién, han originado recientemente seis publicaciones cientificas presentadas en
congresos internacionales (LOPSTR’16 [41], RuleML+RR’17 [42], SUM’17 [39], ES-
CIM’17 [40], IEEE SSCI'17 [18] y IEEE SSCI'18 [19]), ademé&s de una publicacién en
un congreso nacional (PROLE’18 [43]). Recientemente hemos sometido otro articulo

en un congreso internacional en el ambito de la légica difusa (FUZZ-IEEE’19 [2]).






Agradecimientos

Deseo agradecer la colaboracion y el apoyo de las personas que han hecho posible este

Trabajo Fin de Master. Especialmente, a los directores del trabajo:

= A Ginés Moreno, por ofrecerme la inestimable oportunidad de incorporarme a
su grupo de investigacion, y permitirme colaborar junto a ellos. Le agradezco la
amabilidad y la amistad que me ha demostrado en este periodo de tiempo. Su
experiencia y su inquietud profesional han sido determinantes en el desarrollo del

trabajo.

= A Jaime Penabad, por su atencion y disponibilidad en todo momento a la hora de
supervisar mi Trabajo Fin de Grado, “Implementacion de técnicas de desplegado
difuso sobre el entorno FLOPER” [54], que precede a este. Su experiencia en este
campo y la exigencia que siempre procura en la formulacion de conceptos y en la

presentacion de trabajos han sido de gran ayuda para la redaccion de la memoria.






Indice general

Indice de figuras
Indice de tablas

1. Introduccién
1.1. Motivacidn . . . . . . . . o
1.2, Objetivos . . . . . . .

1.3. Estructura de la memoria . . . . . . . . . ...

2. Estado del arte
2.1, Logica . . . ..
2.2. Satisfacibilidad booleana . . . . . . . . ... .. .o
2.3. Satisfacibilidad moédulo teorfas . . . . . . . . ..o
2.4. Programacién logica . . . . .. ..
2.5. Légicadifusa . . . . . . ..
2.6. Ellenguaje FASILL . . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ...
2.7. El solucionador Z3 . . . . . . . . . . ...

3. Calibrado de programas con FLOPER
3.1. Ellenguaje sFASILL . . . . . . . . . . ... .. ... ... ...

3.2. Calibrado de programas simbdlicos . . . . . . . .. ... ... ... ..

4. Calibrado de programas con SMT
4.1. Traducciéon entre Prolog y SMT-LIB . . . . ... ... ... ... ...
4.2. Traduccion de reticulos Prolog a SMT-LIB . . . . . . .. .. ... ...
4.3. Implementacién del calibrado basado en SMT . . . . . ... ... ...

4.4. Herramienta online para el calibradoconZ3 . . . . . .. ... ... ..

5. Casos de uso del calibrado
5.1. Equivalencia de circuitos combinacionales . . . . . . . . ... . ... ..
5.2. Regresion lineal . . . . . . . ..o

5.3. Web semantica . . . . . . . ...

VII

IX

W N =

ot O

11
14
19
22
27
35

47
47
48

55
25
57
.

58
63



VI INDICE GENERAL

6. Conclusiones y trabajo futuro 81
6.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . ... 81
6.2. Trabajo futuro . . . . . .. ... .. 82

Bibliografia 83

Contenido del CD 89

A. Reticulos completos 91
A.1. Reticulos completos en Prolog . . . . . . ... ... ... .. ...... 91

A.2. Reticulos completos en SMT-LIB . . . . .. ... ... ... ...... 96



Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

2.7.
2.8.

3.1.
3.2.

4.1.

o.1.
D.2.
3.3.
5.4.
2.5.

Al
A.2.
A3

Prueba de resolucion . . . . . . ...
Conjunciones, disyunciones y agregadores en ([0,1],<) . . . . ... ..
Arbol de derivacién para el Ejemplo 2.10 . . . . . .. ... .. ... ..
Consola interactiva del lenguaje FASILL . . . . . . . .. ... ... ...
Captura de pantalla de la entrada de la herramienta FASILL online . . .
Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras ejecutar un
objetivo . . . . . L
Arquitectura del solucionador Z3 . . . . . . .. .. .. ... ... ...

Reglas de produccién del lenguaje SMT-LIB . . . . .. ... ... ...

Arbol de derivacién para el Ejemplo 3.2. . . . . . ... ... ... ...
Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras calibrar un

programa légico difuso . . . . . . ..o

Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras calibrar un

programa légico difuso con Z3 . . . . . . ...

Circuito de comprobacién de equivalencia (miter) . . . . .. . ... ..
Dos circuitos combinacionales implementando la misma funcién

Diagrama de dispersion del conjunto de datos cricket.csv. . . . . . .
Modelo de regresién lineal del Ejemplo 5.6 . . . . . .. ... .. .. ..

Captura de pantalla de la herramienta online para calibrar consultas

FSA-SPARQL mediante FASILL . . . . . . . . . . . .. . ... ... ...

Representacion del reticulo légico . . . . . . .. ..o
Representacion del reticulo unitario . . . . . . . .. ... ... ... ..

Representacion del reticuloreal . . . . . .. ... ... ... ... ...

VII






Indice de tablas

2.1.
2.2.
2.3.

3.1.

5.1
0.2.

2.3.
0.4.

2.5.
0.6.

Definicién de las conectivas logicas proposicionales . . . . . . . . . . ..
Grados de similitud de la relacién del Ejemplo 2.7 . . . . . .. . .. ..
Simbolos terminales del lenguaje SMT-LIB . . . . ... ... ... ...

Resumen de pesos al calibrar el programa del Ejemplo 3.5 . . . . . ..

Tabla de verdad de los circuitos combinacionales Cy, Cg y Co . . . . .
Tiempo de ejecucién (en milisegundos) del algoritmo de calibrado en
FASILL y Z3 para la equivalencia de circuitos combinacionales en funcién
del nimero de entradas . . . . . . . ... ..
Conjunto de datos cricket.csv . . . . . . . . . .. ... . ... ....
Tiempo de ejecucién (en segundos) del algoritmo de calibrado en Z3
para regresion lineal en funcion del nimero de variables explicativas y
casos de prueba . . . . ...
Muestra de la respuesta a la consulta SPARQL del Ejemplo 5.7 . . . . .
Respuesta a la consulta FSA-SPARQL del Ejemplo 5.8 . . . . . . .. ..

IX






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Lalégica difusa supone un marco tedrico, formal y mateméaticamente muy desarrollado,
que ya se ha aplicado con notable éxito en distintas facetas que abarcan nuestra vida
cotidiana. En los tltimos anos, hemos sido testigos del importante papel que ha jugado
en el desarrollo de sofisticadas aplicaciones software en campos tan diversos como los
sistemas expertos, medicina, control industrial, etcétera. Con el objetivo de facilitar el
desarrollo de tales aplicaciones, ha surgido el interés por disenar lenguajes declarativos
difusos que incorporen entre sus recursos expresivos el tratamiento de informacién
imprecisa de forma natural.

Con todos estos antecedentes, el presente trabajo estd en concordancia con buena
parte de los objetivos perseguidos en el plan de estudios del master profesional en el
ambito general de las tecnologias de la informacién y las comunicaciones. Nuestros
desarrollos se orientan especialmente a los sistemas inteligentes y a su posible impacto
final en el mundo empresarial en relacién a la inteligencia aplicada a negocio.

El entorno de programacion légica difusa FLOPER ha sido desarrollado en la Uni-
versidad de Castilla-La Mancha a partir de otros proyectos fin de grado/master que
preceden al que proponemos ahora. En su estado actual, la herramienta es capaz de
ejecutar y depurar programas difusos sobre cualquier plataforma Prolog, e incorpora
diversas técnicas para la transformacién, optimizacién, especializacion, entre otros, di-
senadas por el grupo de investigacion DEC-TAU en los tltimos anos. Es posible ejecutar
su ultima version online a través de http://dectau.uclm.es/fasill.

FASILL ( “Fuzzy Aggregators and Similarity Into a Logic Language”) es un lenguaje
de programacién légico difuso con anotaciones de grados de verdad implicitas/explici-
tas, una gran variedad de conectivos y unificacion por similitud. FASILL integra y
extiende las caracteristicas de MALP ( “Multi-Adjoint Logic Programming”, un lengua-

je de programacién 16gico difuso con reglas explicitamente anotadas) y Bousi~Prolog


http://dectau.uclm.es/fasill
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(que utiliza un algoritmo de unificacién débil y estd bien adaptado para la respuesta
de consultas flexibles).

Una de las tareas mas dificiles a la hora de especificar las reglas de un programa
l6gico difuso es determinar los pesos adecuados de cada regla, asi como los conectivos y
operadores difusos méas convenientes. Para superar estas dificultades, se introduce una
extension simbélica de los programas FASILL, con el objetivo de poder escribir reglas con
grados de verdad y conectivos simbdlicos (que no estan definidos en el reticulo asociado
al programa). El entorno FLOPER ya cuenta con tres técnicas diferentes de calibrado,
que encuentran los mejores valores para esos grados de verdad y conectivos simbdlicos
de un programa, con respecto a un conjunto de casos de prueba proporcionados por el
usuario.

El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) consiste en determinar si una férmu-
la proposicional puede evaluarse como cierta, y se manifiesta en varios dominios de
aplicacion importantes, tales como el disenio y la verificacién de sistemas software y
hardware, asi como en aplicaciones de inteligencia artificial.

No obstante, a menudo, las aplicaciones en estos campos requieren determinar la
satisfacibilidad de férmulas en légicas més expresivas, tales como la logica de primer
orden, aunque muchas de ellas no requieren satisfacibilidad de primer orden en general,
sino satisfacibilidad respecto a alguna teoria de fondo que fije la interpretaciéon de
ciertos simbolos de predicado y de funcién. El campo de investigaciéon centrado en la
satisfacibilidad de estas formulas con respecto a alguna teoria de fondo se denomina
satisfacibilidad mddulo teorias (SMT). En analogia con los procedimientos de SAT,
los procedimientos de SMT (ya sean de decisién o no) generalmente se conocen como
solucionadores de SMT.

En este Trabajo Fin de Master se pretende incorporar al entorno FLOPER una nueva
técnica de calibrado simbdlico de programas sFASILL basada en el uso de solucionadores
SMT, dado que una vez obtenidas las respuestas computadas difusas simbdlicas a
partir de los casos de prueba, el calibrado puede ser expresado como un problema de
optimizacién en el que se debe minimizar la desviaciéon obtenida por las respuestas

simbdlicas con respecto a las respuestas esperadas en los casos de prueba.

1.2. Objetivos

En este Trabajo Fin de Maéster nos centraremos en extender las funcionalidades del
entorno de programacién logica difusa FLOPER, equipandolo con poderosos mecanis-
mos de calibrado de programas logicos difusos. Este trabajo se centra en tres objetivos

fundamentales.

= En primer lugar, investigaremos las posibles conexiones entre las técnicas de ca-
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librado de programas logicos difusos y los problemas de satisfacibilidad booleana
y satisfacibiliad moédulo teorias, estudiando algunas teorias de interés que més

tarde adaptaremos a nuestro problema.

= En segundo lugar, implementaremos en el entorno FLOPER un nuevo método
de calibrado automaético de programas basado en el uso de solucionadores SMT.
También incorporaremos esta nueva funcionalidad al entorno FLOPER online,
donde es posible ejecutar, desplegar y calibrar programas légicos difusos sin ne-

cesidad de descargar e instalar la herramienta.

= En tercer lugar, expondremos en esta memoria una serie de casos de uso y apli-
caciones donde el calibrado de programas légicos difusos puede ser de utilidad.
Ademas, utilizaremos estos ejemplos para medir y comparar el rendimiento de
las técnicas de calibrado ya implementadas en el entorno FLOPER con la nueva

técnica propuesta en este trabajo.

1.3. Estructura de la memoria

Tras un primer capitulo donde introducimos la motivacion y los objetivos fundamen-
tales del presente Trabajo Fin de Master, la estructura de esta memoria es la que se

enumera a continuacion.

» Capitulo 2. Estado del arte.
En el Capitulo 2 se revisan los formalismos que han sido necesarios para la realiza-
cién del trabajo, sobre logica, légica difusa, programacion légica, satisfacibilidad
booleana y satisfacibilidad mdédulo teorias, asi como la sintaxis y la semantica
operacional de los lenguajes y herramientas involucrados: FASILL, SMT-LIB y Z3.
Ademas, se muestran las ultimas herramientas implementadas para el entorno
FLOPER: una nueva consola interactiva implementada en SWI-Prolog, y una nue-
va version online en la que se incorporara la nueva técnica de calibrado expuesta

en este trabajo.

= Capitulo 3. Calibrado de programas légicos difusos en el entorno FLO-
PER.
En el Capitulo 3 se presenta la extensién simbdlica del lenguaje FASILL y se in-
troduce la idea de calibrado de programas légicos difusos. Ademas, se formaliza
su definicién para el lenguaje FASILL, presentando un método para el calibrado
automatico de programas simbolicos. Por tltimo, se muestra su implementacion

en el entorno FLOPER y su integracion en la version online.
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= Capitulo 4. Calibrado de programas légicos difusos en solucionadores
SMT.
En el Capitulo 4 se recoge la principal aportacién de este trabajo, introduciendo
un nuevo método de calibrado automatico de programas légicos difusos basado
en el uso de solucionadores SMT. Se detalla la implementacion de esta técnica

en el entorno FLOPER, y su adopcién en el entorno online.

» Capitulo 5. Casos de uso del calibrado.
En el Capitulo 5 se recogen una serie de casos de uso donde las técnicas de
calibrado pueden resultar ttiles, y se establecen relaciones con otros campos de
aplicacion como la verificacion automatica, el aprendizaje automatico, o la web
semantica. Estos casos de uso se utilizan ademéas para comparar el rendimiento
del nuevo método de calibrado con los métodos ya implementados en el entorno
FLOPER.

s Capitulo 6. Conclusiones y trabajo futuro.
Finalmente, en el Capitulo 6 se recogen las conclusiones del trabajo, destacando la
técnica de calibrado de programas légicos difusos implementada sobre el entorno
FLOPER. En dicho capitulo se detallan, ademas, algunas lineas de trabajo futuro

que pueden seguirse para ampliar la potencia de estas técnicas.



Capitulo 2

Estado del arte

2.1. Loégica

La légica es una disciplina que tiene sus origenes en los trabajos de Aristoteles que
abordan, con el estudio de los silogismos, un conjunto de reglas para razonar y que se
ha constituido en disciplina formal, es decir, en l6gica simbdlica, a partir de la segunda
mitad del siglo XIX, con las aportaciones de A. De Morgan y G. Boole. Los diferentes
sistemas 16gicos elementales tienen en comin, en su presentaciéon, una etapa previa de

formalizacién simbélica que suele hacerse a dos niveles [22]:

» Légica de proposiciones: Se ocupa de enunciados declarativos simples o proposi-
ciones que se contemplan como un todo indivisible y que pueden ser combinados

P B 4

mediante conectivas (como ‘no’; ‘y’, ‘o’, ‘si ... entonces ...").

= Ldgica de predicados: En ella las proposiciones ya no son elementos indivisibles,
porque se aborda un analisis interno de estos para observar qué afirman y los

objetos de quienes se realiza la afirmacion correspondiente.

2.1.1. Logica de proposiciones

Las proposiciones son los componentes del discurso que tienen un significado completo
(es decir, con verdad conocida), y pueden formar enunciados compuestos por medio
de conectivas. La parte de la logica encargada del estudio de las propiedades de estos
enlaces es la logica de proposiciones o logica de conectivas.

La légica de proposiciones no analiza la estructura de los enunciados: las relaciones
entre sujeto y predicado verbal, entre otras. Por lo tanto, la l6gica de proposiciones es
la parte mas simple de la logica simbdlica y se ocupa de los enunciados, como un todo,
y las posibles combinaciones con otros enunciados.

Para formalizar un enunciado compuesto, podemos acudir al contexto de formula

bien formada, que se construye haciendo uso de:
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= Una cantidad finita de variables proposicionales: p, q, 7, ...
= Un conjunto de simbolos para las conectivas: =, A, V, &, = y <.

= Otros simbolos impropios.

Utilizando las conectivas se pueden construir enunciados compuestos a partir de enun-
ciados més simples. También usando variables proposicionales y simbolos de conectiva
podremos construir férmulas bien formadas de cualquier longitud. Delimitamos el con-

cepto de férmula bien formada mediante la siguiente definicion.

Definicién 2.1. (Férmula bien formada, [22]). Una formula bien formada es una
expresion, en la que intervienen variables proposicionales y simbolos de conectiva, con-

forme a las siguientes reglas:

1. Toda variable proposicional p,q,r, ... es una formula bien formada.

2. Si A y B son férmulas bien formadas, también lo son: = A, =B, ANB, AV B,
A®B A=By A< B.

Ejemplo 2.1. El razonamiento formalmente vélido (es decir, l6gicamente verdadero)

que sigue

Todos los hombres son mortales
A = Sdcrates es mortal

Sdcrates es hombre

reproduce un ejemplo clasico de silogismo que se expresa en la légica de proposiciones
por la férmula p A ¢ = r, donde p y ¢ son las premisas (hipétesis) del silogismo y
es la conclusion. Ahora bien, en la légica referida no puede justificarse la tesis r: no

existen propiedades de las conectivas A, = que garanticen dicha tesis [54].

El ejemplo considerado revela las limitaciones de la logica de conectivas, que usa,
exclusivamente, propiedades de los enlaces sin ocuparse del andlisis interno de las pro-
posiciones. Para concluir que Sdcrates es mortal nos vemos obligados a intervenir en lo
que se dice (mediante el predicado verbal) en la proposicién (ser hombre, ser mortal)
y los objetos de quienes se realiza la afirmacion.

La logica de predicados, que abordamos a continuacién, extiende la légica de propo-
siciones incorporando el concepto de predicado y de término, que formalizan el predica-
do verbal y el sujeto del enunciado y aportan, como es de esperar, mayor expresividad

al lenguaje logico y mayor capacidad deductiva.
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2.1.2. Logica de predicados

La légica de predicados (que para nosotros serd sinénimo de ldgica de primer orden) res-
ponde a la necesidad de disponer un lenguaje formal especifico que capte la riqueza del
lenguaje natural y la exprese con la mayor precisién posible, superando las limitaciones
de la légica proposicional que no interviene en analizar los enunciados elementales.

El alfabeto del lenguaje £ de primer orden esta constituido por los simbolos que se

listan a continuacion.

= Constantes: a,b,c,... El conjunto infinito numerable de simbolos de constante

lo denotaremos por C.

= Simbolos de variable: x,vy, z,... El conjunto infinito numerable de simbolos de

variable lo denotaremos por V.

= Simbolos de funcién: f, g, h,... El conjunto infinito numerable de simbolos de

funcion lo denotaremos por F.
= Simbolos de predicado: P,Q, R, ...
» Conectivas y cuantificadores: -, A, V, =, < Vy 3.

= Otros simbolos impropios.

Con los simbolos del alfabeto anterior podemos formar cadenas de simbolos, de las
cuales solo nos interesan aquellas que constituyen términos y formulas bien formadas.

Nos referiremos a estas con el nombre de expresiones de L.

Definicién 2.2. (Término de L, [22]). Un término de L es una expresion, en la que
intervienen simbolos de constante y simbolos de funcion, que se define de acuerdo a las

siguientes reglas:

1. Sit € VUC entoncest es un término. FEsto es, toda variable o constante de L es

un término de L.

2. Si ty,ty,...,t, son términos de L y f es un simbolo de funcion n-ario de L,

entonces f(t1,ta, ..., t,) es un término de L.
Denotaremos el conjunto de todos los términos por T .

Definicién 2.3. (Férmula atémica). Una formula atémica de L es una expresion
P(ty,ta, ..., t,), enla que ty,ty, ... t, son términos de L, y P es un simbolo de predi-

cado n-ario de L.
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Ademads, por ‘atomica’ entendemos indivisible. Las férmulas atémicas son las partes
mas simples constitutivas de las formulas bien formadas. Las férmulas atomicas seran
las expresiones del lenguaje £ que se interpretaran como enunciados, por ejemplo,

significando que un cierto objeto verifica una determinada propiedad.

Definicién 2.4. (Férmula bien formada, [22]). Una férmula bien formada (fof) de
L es una expresion, en la que intervienen formulas atomicas, conectivas o cuantifica-

dores, que cumplen las siguientes reglas:
1. Toda formula atomica de L es una formula bien formada.

2. Si A y B son formulas bien formadas de L, también lo son: =A, =B, AN B,
AVB, A= By A< B.

3. Si A es una formula bien formada de L que incorpora la variable x € V entonces

Ve, Ay Jx: A son formulas bien formadas.

Concluimos esta subseccion con una serie de definiciones de conceptos que utilizaremos

mas adelante:
1. Ocurrencia de una variable es cualquier aparicion de una variable en una féormula.

2. Radio de accion, ambito o alcance de un cuantificador:

» En la fbf (Vz, .A), el radio de accién de (V) es A.
» En la fbf (32 : A), el radio de accién de (Ix) es A.

3. Una ocurrencia de la variable x en una fbf se dice que es ligada si aparece dentro

del radio de accién de un cuantificador universal (Vz) o uno existencial (3x).

4. Una ocurrencia de la variable x en una fbf se dice que es libre, si su aparicion no

es ligada.

5. Una férmula cerrada es la que no tiene ocurrencias de variables libres.

2.1.2.1. Semantica

La semdntica estudia la adscripcion de significado a los lenguajes de los sistemas for-
males. La seméantica de un sistema légico, suele abordarse desde la llamada teoria de
modelos. En la teoria de modelos el significado se formaliza mediante la nociéon de mo-
delo, que consiste en una entidad matemaética, junto con las propiedades y relaciones
que se dan entre sus elementos.

Para poder discutir sobre la verdad o falsedad de una férmula es necesario asignar
significado a los sfmbolos que la componen. Interpretar un formalismo consiste en

seleccionar un modelo, esto es [22]:
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1. Elegir un dominio o universo del discurso; es decir, un conjunto no vacio de

individuos al que se referiran las variables.

2. Asignar significados a los simbolos peculiares del formalismo: asignar a cada cons-
tante un individuo, a cada simbolo de funcién una funcién en el dominio, y a cada

simbolo de predicado una relacién en el dominio.

Definicién 2.5. (Interpretacidn, [22]). Una interpretacion Z de L es un par (D, J)

que consiste en:

1. Un conjunto no vacio D, el dominio de ZL.
2. Una aplicacion J que asigna:

a) A cada simbolo de constante de L, a, un elemento distinguido de D;

J(a) = a.
b) A cada simbolo de funcion f de £ una funcién J(f) = f, tal que f : D" —
D.

c) A cada simbolo de predicado P de L una relacion J(P) = R, tal que R C
D,

Solo podremos hablar de verdad y falsedad en el contexto de una interpretacién, pero
para ello todavia falta un paso previo (si la fbf no es cerrada): asignar valores a las

ocurrencias de las variables (libres) en la férmula.

Definicién 2.6. (Valoracién, [23]). Una valoracion ¥ : T — D enT es una aplicacion
que asigna a cada término de L un elemento del dominio de la interpretacion D y que

definimos inductivamente mediante las siguientes reglas:

v(x) si teVANt=ux
W) =< J(a) si teCAt=a
T W(t),...,0(t,)) st feFAt,. ...t € TAL= f(t1,..., 1)

donde v es una aplicacion que asigna a cada variable de L un elemento del dominio de

interpretacion D.

Una valoracion 9, que coincide exactamente con la valoracién ¢, salvo quiza en el valor

asignado a la variable x € V, se denomina valoracién z-equivalente de 9.

Definicién 2.7. (Satisfacibilidad, [23]). Sea una interpretacion T = (D,J). Sea A
una fof de L. Decimos que la valoracion ¥ en I satisface la fbf A si y solo si se cumple

que:

1. St A=r(ty,...,t,) entonces 7(I(ty),...,9(t,)) es verdadero, donde ¥ = J(r) es

una relacion en D.
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2. Si A es de la forma:

a) —B entonces ¥ no satisface B;

b) (BAC) entonces ¥ satisface B y ¥ satisface C;

c) (BVC) entonces O satisface B o ¥ satisface C;

d) (B = C) entonces 9 satisface =B o 9 satisface C;

e) (B < C) entonces O satisface B y C, o 9 no satisface ni B ni C.

3. St A= (Vx,B), para toda valoracion U, x-equivalente de ¥, U, satisface B.
4. Si A= (3x: B), para alguna valoracion 9, x-equivalente de ¥, 9, satisface B.

Dada una férmula bien formada de £, es conveniente introducir la siguiente nomencla-

tura:

1. Una fbf A es verdadera en la interpretacién Z si y solo si toda valoracion 9 en 7

satisface A.

2. Una fbf A es falsa en Z siy solo si no existe valoracion ¢ en Z que satisfaga A.

Escribiremos Z |= A para denotar que A es verdadera en Z.

3. A es ldgicamente vdlida (denotado = A) si y solo si para toda interpretacién Z,

A es verdadera en 7.
4. A es insatisfacible siy solo si para toda interpretaciéon Z, A es falsa en Z.

5. A es satisfacible si y solo si existe una interpretacién Z y una valoracién en ella

de las variables libres tal que 9 satisface A en Z.

Un resultado interesante, que tiene repercusiones cuando se estudia la forma clausal,
es que al anadir un cuantificador universal para una variable x que aparece libre en
A, la nueva férmula sigue siendo verdadera en Z. De este modo, cuando considera-
mos la verdad o falsedad de fbf con variables libres, los cuantificadores universales se
sobreentienden en cierto sentido.

El valor de verdad de una férmula cerrada no depende de la valoracion concreta en
7. Si encontramos una valoracion 9 que satisface una férmula en Z entonces cualquier
otra valoracién también la satisfara. Si una valoracién no la satisface sucede lo contrario,
es decir, ninguna valoracion la satisfara y la formula sera falsa en Z.

Dado que para fbf cerradas los conceptos de satisfacibilidad por una valoracién en
T y verdad en Z son equivalentes, el concepto de “satisfacible” puede expresarse en
términos de verdad en una interpretacion Z: una fbf cerrada A es satisfacible si y solo
si existe una interpretacion T en la cual A sea verdadera. También decimos que Z
satisface A o que Z es modelo de A [23].
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Tabla 2.1: Definicién de las conectivas logicas proposicionales

T Y| Yy xNANy VY Y rT=>Y TSY
0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1|1 0 0 1 1 1 0
1 00 1 0 1 1 0 0
1 110 0 1 1 0 1 1

Definicién 2.8. (Modelo, [23]). Dada una fbf cerrada A de L, decimos que una
interpretacion I es modelo de A si y solo si la fbf A es verdadera en la interpretacion
Z. Sea T" un conjunto de fbof cerradas de L, entonces I es modelo de I" si y solo si T es

modelo para cada una de las formulas de I

2.2. Satisfacibilidad booleana

El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) consiste en determinar si una férmula
proposicional puede evaluarse como cierta. SAT fue el primer problema en ser clasifi-
cado como NP-completo, y se manifiesta en varios dominios de aplicacién importantes,
tales como el disenio y la verificacion de sistemas software y hardware, asi como en

aplicaciones de inteligencia artificial [33].

2.2.1. Notacion

Una formula proposicional es una férmula bien formada (véase la Definicién 2.1) que
tiene un valor de verdad. Sea V el conjunto de variables proposicionales y sean 0 y 1 los
elementos del dominio logico B representando los valores falso y cierto, respectivamente.
Toda funcion logica f : B™ — B puede expresarse como una féormula proposicional F
con n variables xq, xy,...,z, € V.

La interpretacién del conjunto de conectivas 1dgicas {—, A, V, @, =, <} estd descrita
en la Tabla 2.1'. Utilizaremos el simbolo = para denotar equivalencia légica. Una
asignacion de verdad A es una correspondencia de V a B, donde A(z) denota el valor
que A asigna a z. Llamaremos asignacion total a A si es una funcién total?>. En otro
caso, A es una asignacién parcial. A satisface una férmula F(xq,...,x,) si y solo si
F(A(xy),. .., A(x,)) estd definido y se evaltia a 1 (denotado por A | F). Una férmula
F es satisfacible si y solo si 34 : A = F, y es insatisfacible (es decir, 16gicamente

inconsistente) en cualquier otro caso [33].

'En ocasiones, representaremos la negacién -~z como Z.
2Una funcién es total si estd definida para todo el conjunto de partida.
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2.2.2. Forma normal conjuntiva

La forma normal conjuntiva (CNF) de una férmula es una forma restringida de una
férmula proposicional. Una férmula en CNF es un producto de sumas (una conjuncién

de cldusulas). Nétese que la clausula vacia O corresponde con el valor légico 0.

Ejemplo 2.2. La férmula (Z3) A (Z1) A (21 V Z2) A(Z1Vxa) A (21 V Xy V) estd en forma
normal conjuntiva. Una notacién alternativa (y mas compacta) utilizada cominmente

para representar esta férmula es (Z3)(Z1)(21Z2)(Z122)(T12273).

Toda férmula F de la logica proposicional puede ser transformada a CNF. Desafor-
tunadamente, la formula resultante puede ser exponencialmente mas larga que F. No
obstante, es posible construir una féormula G en CNF tal que F y G sean equisatisfa-
cibles (es decir, (3A: A= F) & (3A: A = G)) y el tamano de G sea polinomial
respecto al tamano de la férmula F [33]. Tal férmula equisatisfacible se puede obtener

aplicando la transformacién de Tseitin, presentada originalmente en [62].

2.2.3. Comprobacion de la satisfacibilidad booleana

En esta seccion se introduce el problema de satisfacibilidad booleana y se presenta una

técnica para abordarlo.

Definicién 2.9. (Problema de satisfacibilidad booleana, [33]). Dada una formula

proposicional F, determinar cuando F es satisfacible.

Aunque la Definicién 2.9 se refiere a formulas proposicionales en general, el problema
puede ser facilmente reducido a féormulas en CNF, dado que toda féormula puede ser
transformada en una férmula equisatisfacible en forma clausal.

El principio de resolucion establece que una asignacion de verdad que satisface las
clausulas C V x y D V T también satisface C V D. Las clausulas C V x y D V Z son los
antecedentes, x es el pivote y C V D es el resolvente. Denotaremos por Res(C, D, x) al
resolvente de las clausulas C y D con el pivote x. La regla de resoluciéon correspondiente

se describe formalmente a continuacién:

CVzx DVz
CvVvD

Res

La resolucién corresponde a la cuantificacion existencial del pivote y posterior elimi-
nacion del cuantificador, como se demuestra mediante la siguiente secuencia de pasos

de transformacién 1égica (donde Flee) denota la sustitucion de todas las ocurrencias



2.2. SATISFACIBILIDAD BOOLEANA 13

libres de x en F por la expresion e) [33]:

z:(CVax)AN(DVZz)

(CV2) A(DVE))wer V (V) A (D
(CVHAMDVI)V((CVO)A(DVD)
(LAD)V(CAT)

= DvC=CVvD

V T))(z4-0)

La aplicacion repetida de la regla de resolucion resulta en una prueba de resolucion.

Definicién 2.10. (Prueba de resolucidn, [33]). Una prueba de resolucion R es un
grafo dirigido aciclico (Vgr, Er, pivg, Ar, Sg), donde Vg es un conjunto de nodos, Er es
un conjunto de aristas, pivg es la funcion de pivote, Ar es la funcion de clausula, y
sg € Vg es un nodo sumidero. Un nodo inicial tiene grado de entrada 0. El resto de
nodos son internos y tienen grado de entrada 2. La funcion de pivote asigna los nodos

internos a las variables pivote de los respectivos pasos de resolucion. Para cada nodo
interno v y (vr,0), (v, 0) € Bn, A = Res(An(v1), Ar(vs), piv(R(v)).

Una prueba de resolucién es una refutacion si Ag(sg) = 0. Una refutacién R es una
refutacién para una férmula F (en CNF) si la etiqueta de cada nodo inicial de R es una
clausula de F. En la Figura 2.1 se muestra una prueba de resolucion para la férmula
proposicional (Z3) A (Z1) A (21 V Za) A (Z1 V x2) A (21 V 23 V 23).

La regla de resolucién es suficiente para diseniar un algoritmo completo para decidir
si una féormula en CNF es satisfacible o no [55]. Nos referiremos al algoritmo presentado

en [14] como el procedimiento Davis-Putnam o DP, que comprende tres reglas:

1. Regla de 1 literal. Cuando una de las clausulas de F es una clausula unitaria,
es decir, contiene un solo literal /, obtenemos una nueva féormula F; al eliminar
cualquier instancia de ¢ del resto de cldusulas, y eliminar cualquier clausula que

contenga ¢, incluyendo la propia clausula unitaria.

2. Regla afirmativa-negativa. Si cualquier literal ¢ ocurre solo positiva o negativa-

mente en F, eliminamos todas las clausulas que contengan ¢.

3. Regla para eliminar formulas atomicas. Para todas las clausulas (C+z) y (D+7)
en F, donde ni C' ni D contienen z o Z, el resolvente Res((C' + z), (D + ), x) se
encuentra en Fi. Ademas, toda clausula C' en F que no contenga x o ¥ también

estd en Fi.

Esta ultima regla puede incrementar el tamano de la formula significativamente. No
obstante, elimina completamente todas las ocurrencias del atomo z. La correccion de

la transformacién esta justificada por el principio de resolucién. En la practica, la regla
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1V T 1V a9V T3
\ /
1V Io To V X3
\ /

I ZL‘l\/JJg
N7
NS

U

X

Figura 2.1: Prueba de resoluciéon

de resolucién solo deberia aplicarse tras las dos primeras reglas. La regla de 1 literal es
también conocida como propagacion de unidades.

Para problemas realistas, el nimero de clausulas generadas por el procedimiento
DP crece rapidamente. Para evitar esta explosion, Davis, Logemann y Loveland [13]
sugirieron reemplazar la regla de resolucién por una division de casos. Este algoritmo
modificado es comunmente llamado DPLL. Estd basado en la identidad conocida como

expansién de Shannon [59]:
F=x-Fe) +T- Faeo

En consecuencia, comprobar la satisfacibilidad de una férmula F puede ser reducido
a comprobar F -z y F - & por separado. La aplicacién posterior de la propagacion de
unidades puede reducir el tamano de estas formulas significativamente. Esta transfor-

macion, aplicada recursivamente, lleva a un procedimiento completo de decision.

2.3. Satisfacibilidad modulo teorias

Tal y como mencionamos en la seccién anterior, las aplicaciones en inteligencia artificial
y los métodos formales para el desarrollo de hardware y software se han beneficiado
enormemente de los grandes avances en SAT. No obstante, a menudo, las aplicaciones
en estos campos requieren determinar la satisfacibilidad de féormulas en légicas mas
expresivas, tales como la légica de primer orden. A pesar de los avances realizados, los
“demostradores” de teoremas de primer orden de propdsito general no son capaces de
resolver estas formulas directamente. La principal razén es que muchas aplicaciones
no requieren satisfacibilidad de primer orden en general, sino satisfacibilidad respecto
a alguna teoria de fondo que fije la interpretacion de ciertos simbolos de predicado
y de funcion. Por ejemplo, una aplicaciéon que utilice aritmética entera podria estar

interesada en conocer si la férmula

r<yA-(zx<y+0)
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es satisfacible en una interpretacion donde < es la relacion de orden usual sobre los
enteros, + es la adicion de enteros, y 0 es la identidad de la funciéon suma. Los métodos
de razonamiento de propdsito general pueden ser forzados a considerar solo interpreta-
ciones consistentes con una teoria de fondo 7, pero solo incorporando explicitamente
los axiomas para 7 en sus férmulas de entrada. Incluso cuando esto es posible?, el
rendimiento de tales demostradores es a menudo inaceptable. Para algunas teorias de
fondo, una alternativa mas viable es utilizar métodos de razonamiento adaptados a la
teoria en cuestion.

El campo de investigacién centrado en la satisfacibilidad de estas férmulas con
respecto a alguna teoria de fondo se denomina satisfacibilidad médulo teorias (SMT).
En analogia con los procedimientos de SAT, los procedimientos de SMT (ya sean de

decisién o no) generalmente se conocen como solucionadores de SMT [6].

2.3.1. Sintaxis

En esta seccién trabajaremos en el contexto de la légica (clésica) de primer orden.
Como vimos en la Seccion 2.1.2, el alfabeto ¥ del lenguaje formal de la logica de
predicados £ es un conjunto de simbolos de predicado (P, @, ...) y simbolos de funcién
(f,g,...) con su aridad asociada, donde los simbolos de predicado con aridad 0 son
simbolos constantes (a,b,...) y los simbolos de predicado con aridad 0 son simbolos
proposicionales (A, B,...). Aqui, estamos interesados principalmente en términos y
férmulas sin cuantificadores, construidos con los simbolos de un determinado alfabeto
Y. Por conveniencia, trataremos las variables (libres) de una férmula cuantificada como
constantes en una extension adecuada de X. Por ejemplo, si X es el alfabeto de la
aritmética entera, consideraremos que la férmula = < y + 1 es una férmula bésica (es

decir, sin variables libres) en la que z e y son simbolos constantes adicionales [6].

2.3.2. Semantica

En la Seccion 2.1.2.1 se describe la nocién de interpretacion utilizada para adscribir
significado a los lenguajes de los sistemas formales mediante la seleccion de un modelo,
permitiendo asi discutir sobre la verdad o falsedad de una férmula. En SMT, no estamos
interesados en modelos arbitrarios, sino en modelos que pertenecen a una teoria 7 dada
que restringe la interpretacion de los simbolos de Y. Por lo tanto, definimos teorias

en Y (en adelante YX-teorias) generalmente como uno o mas (posiblemente infinitos)

3Algunas teorfas de fondo, como la teorfa de los niimeros reales o la teorfa de los arboles finitos,
no pueden ser capturadas por un conjunto finito de formulas de primer orden, o, como en el caso de
la teorfa de la aritmética entera (con multiplicacién), por ningtin conjunto decidible de férmulas de

primer orden.
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modelos?, y decimos que una férmula bésica ¢ es satisfacible en una X-teorfa T (esto
es, T-satisfacible) si y solo si hay un elemento del conjunto 7 que satisface .

Analogamente, un conjunto I' de férmulas béasicas T-implica una férmula bésica ¢,
denotado como I' =7 ¢, si y solo si todo modelo de T que satisface todas las férmulas
en [' satisface ¢ también. Diremos que ¢ es T-vélido si y solo si =7 ¢. Llamaremos
lema de la teoria a una clausula C si es T-valida. Todas estas nociones se reducen
exactamente a las correspondientes nociones en la logica de primer orden estandar,
escogiendo como 7T al conjunto de todos los modelos en X.

Normalmente, dada una >-teoria 7, nos interesa conocer la 7T -satisfacibilidad de
una féormula béasica que contiene simbolos no interpretados, es decir, simbolos de pre-
dicado o de funciéon que no pertenecen a . Este es el caso particular de los simbo-
los constantes no interpretados—que, como hemos visto, juegan el papel de variables
libres—y de los simbolos proposicionales no interpretados—que pueden ser usados co-
mo abstracciones de otras férmulas—. Formalmente, los simbolos no interpretados son
incluidos en las definiciones anteriores considerando en lugar de 7, la teoria 7 definida
como sigue. Sea X' un alfabeto que contiene a . Una extension A’ de un modelo A
en Y a X' es un modelo en ¥/ que tiene el mismo universo que A y que coincide con A
en las interpretaciones de los simbolos de X. La teoria 7’ es un conjunto de todas las

posibles extensiones de los modelos de T a ¥’ [6].

2.3.3. Algunas teorias de interés

Muchas aplicaciones de SMT tratan con féormulas que involucran dos o mas teorias
al mismo tiempo. En tal caso, la satisfacibilidad se entiende como mddulo alguna
combinacion de varias teorias. En esta seccion, introduciremos algunas de las teorias

de interés.

2.3.3.1. Igualdad

Generalmente, una teoria impone algunas restricciones sobre como se pueden interpre-
tar los simbolos de funciéon o de predicado. Sin embargo, el caso mas general es una
teoria que no impone tales restricciones, en otras palabras, una teoria que incluye todos
los modelos posibles para un alfabeto determinado.

Dado un alfabeto, denotaremos la teoria que incluye todos los posible modelos de
dicha teoria como Tg. También suele llamarse la teoria vacia dado que su axiomatiza-
cién finita es el conjunto vacio (). El problema de satisfacibilidad para conjunciones de
formulas basicas médulo T¢ es decidible en tiempo polinomial utilizando un procedi-

miento denominado cierre de congruencia [4].

4La forma maés tradicional de definir una teoria como un conjunto de axiomas se puede simular

como un caso especial tomando todos los modelos en X de los axiomas de la teoria.



2.3. SATISFACIBILIDAD MODULO TEORIAS 17

Las funciones no interpretadas son utilizadas a menudo como una técnica de abstrac-
cion para eliminar complejidad innecesaria o detalles irrelevantes a la hora de modelar
un sistema. Por ejemplo, supongamos que queremos demostrar que el siguiente conjun-
to de literales es insatisfacible: {a * (f(b) + f(c)) =d,bx (f(a) + f(c)) # d,a = b}. A
primera vista, podria parecer que es necesario un razonamiento en la teoria de aritméti-
ca. No obstante, si abstraemos los simbolos + y * reemplazédndolos por las funciones
no interpretadas g y h respectivamente, obtenemos un nuevo conjunto de literales:
{h(a,g(f(D), f(c))) =d,h(b,g(f(a), f(c))) # d,a = b}, que puede ser demostrado insa-

tisfacible utilizando tinicamente el cierre de congruencia.

2.3.3.2. Aritmética

Sea Yz el alfabeto (0,1, +, —, <). Sea la teoria Tz consistente en el modelo que inter-
preta estos simbolos de la manera usual sobre los enteros®. Podemos definir la teorfa
Tr consistente en el modelo que interpreta estos mismos simbolos de la manera usual
sobre los reales.

Sea TZ la extension de Tz con un numero arbitrario de constantes no interpretadas
(y similarmente para 7% ). La pregunta de satisfacibilidad para conjunciones de férmulas
bésicas en ambas teorias es decidible. La satisfacibilidad béasica en T es actualmente
decidible en tiempo polinomial [29], aunque métodos exponenciales como los basados
en el algoritmo Simplex consiguen un mayor rendimiento en la practica. Por otra parte,
el problema de satisfacibilidad bésica en 7% es NP-completo [50].

Una extension obvia de la teoria de aritmética introducida hasta el momento es
la inclusion de la multiplicaciéon. Desafortunadamente, esto incrementa drasticamente
la complejidad del problema, y es evitado en la practica. De hecho, en el caso de los
enteros el problema se vuelve indecidible incluso para conjunciones de férmulas basicas
[36]. En el caso de los reales, el problema es decidible pero exponencial [12].

Hay muchos usos practicos de los procedimientos de decisién para la aritmética. En
particular, al modelar y razonar sobre sistemas, la aritmética es 1til para el modelado
de conjuntos finitos, manipulacién de punteros y memoria, restricciones en tiempo real,

propiedades fisicas del entorno, etcétera.

2.3.3.3. Vectores

Sea o4 el alfabeto (leer,escribir), Dado un vector a, el término leer(a,i) denota el
valor de a en el indice 7, y el término escribir(a,i,v) denota un vector que es idéntico

a a excepto porque el valor en el indice ¢ es v. Mas formalmente, sea A 4 los siguientes

5Por supuesto, se pueden afiadir simbolos adicionales para incluir nimeros distintos a 0 y 1 o <,

>, >, pero estos no anaden expresividad alguna a la teoria, por lo que los omitiremos por simplicidad.
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axiomas:
VaVivu(leer(escribir(a,i,v),i) = v)

VaVivj¥u(i # j — leer(escribir(a,i,v),j) = leer(a, j))
Entonces, la teoria T4 de vectores es el conjunto de todos los modelos de estos axiomas.

Es comun incluir ademas el siguiente axioma de extensionalidad:
Vavb((Vi(leer(a,i) = leer(b,i))) — a = b)

Denotaremos la teoria resultante como 7 4., La satisfacibilidad de férmulas bésicas
sobre T 0 7., es un problema NP-completo, pero se han desarrollado varios algoritmos
que funcionan bien en la practica [61]. La teoria de vectores es comunmente utilizada
para modelar las estructuras de datos de vectores en programas. También son utilizados
frecuentemente como una abstraccién de la memoria. La ventaja de modelar memoria
utilizando vectores es que el tamano del modelo depende del niimero de accesos a

memoria en lugar del tamano de la memoria modelada.

2.3.3.4. Vectores de bits de longitud fija

Una teoria natural para el razonamiento a alto nivel de circuitos y programas es la
teoria de vectores de bits. Varias teorias de vectores de bits han sido propuestas y
estudiadas [5, 11]. Generalmente, se utilizan simbolos de constante para representar
vectores de bits, y cada simbolo de constante tiene asociado una longitud de bits que
es fija para cada simbolo. Los simbolos de predicado y de funcién en estas teorias
pueden incluir extraccion, concatenacién, operaciones légicas bit a bit, y operaciones
aritméticas. Para teorias no triviales de vectores de bits, es facil ver que el problema de
satisfacibilidad es NP-completo, mediante una simple reducciéon a SAT. Los vectores de
bits proporcionan una representacion mas compacta y normalmente permiten resolver

problemas de manera mads eficiente que si fueran representados a nivel de bits [10].

2.3.3.5. Tipos de datos inductivos

Un tipo de dato inductivo (IDT') define uno o més constructores, y posiblemente tam-
bién selectores y probadores. Un ejemplo simple es el IDT [lista, con los constructores
cons y null, los selectores car y cdr, y los probadores is_cons e is_null. El alfabeto de
primer orden de un IDT asocia un simbolo de funcién a cada constructor y selector, y
un simbolo de predicado a cada probador. El modelo estandar para dicho alfabeto es un
modelo de términos construido utilizando unicamente los constructores. Para un IDT
con un unico constructor, una conjuncion de literales es decidible en tiempo polino-
mial utilizando el algoritmo introducido por Oppen en [49]. Para un IDT més general,
el problema es NP-completo, pero existen algoritmos razonablemente eficientes en la

préactica [7]. Los tipos de datos inductivos son muy generales y pueden ser utilizados
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para modelar una gran variedad de cosas, como por ejemplo enumeraciones, registros,

tuplas, tipos de datos de programas, y sistemas de tipos.

2.4. Programacién légica

La programacion logica se basa en fragmentos de la légica de predicados, siendo el mas
popular la 16gica de cldusulas de Horn (HCL), que pueden emplearse como base para
un lenguaje de programacion al poseer una semantica operacional susceptible de una

implementacion eficiente: la resolucion SLD.

Definicién 2.11. (Cldusula de Horn con cabeza). Una cldusula de Horn con
cabeza (o cldusula definida) es una disyuncion de literales todos negados, salvo uno que
se denomina cabeza. Asi pues, una clausula de Horn con cabeza es una clausula de la

forma A<« BiAN---ANB,,n>0, donde A, B;, i =1,...,n, representan dtomos.

Definicién 2.12. (Programa légico definido, [23]). Un programa definido es un
conjunto de cldusulas definidas I1. La definicion de un simbolo de predicado® p que
aparece en I es el subconjunto de clausulas de I1 cuyas cabezas tienen como simbolo

de predicado el predicado p.

Como semantica declarativa se utiliza un método de prueba por refutaciéon que emplea
el algoritmo de wnificacion como mecanismo de base y permite la extraccion de res-
puestas (esto es, el enlace de un valor a una variable légica). La resolucién SLD es un

método de prueba correcto y completo para la légica de clausulas de Horn.

2.4.1. Sustitucidon

Para formalizar adecuadamente los conceptos de unificacion, resolucion y respuesta

computada, es imprescindible introducir el concepto de sustitucién.

Definicién 2.13. (Sustitucién, [23]). Una sustitucion o es una aplicacion que asigna,
a cada variable X del conjunto de variables V de un lenguaje de primer orden L, un

término o(X) del conjunto de los términos T de L.

oV — T
X — oX)

Es habitual representar las sustituciones como conjuntos finitos de la forma

{X1/t1, Xo/to, ..., X tn}

6 A diferencia de la légica de predicados, en la programacién légica los predicados se designan por

letras minusculas p, q,7,. ..
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donde, para cada i, t; es un término diferente de X;. Los elementos X;/t; de la sustitu-
ci6én reciben el nombre de enlaces. El conjunto {X;, Xo, ..., X,,} se denomina dominio
de la sustitucién y el conjunto {t1,ts,...,t,} se denomina rango de la sustitucién.
Esta forma de representar una sustitucién puede considerarse como una definicién
por extension, en la que a cada variable X; se le asocia su término ¢; (mientras el resto
de variables que no estén en el conjunto no se modifican). La sustitucion identidad, id,

se representa mediante el conjunto vacio de elementos: {}.

Definicién 2.14. (Instancia, [23]). La aplicacion de una sustitucion o = {X;/t1, ...,
X,n/tn} a una expresion E, denotado o(E) o Eo, se obtiene reemplazando simultdnea-
mente cada ocurrencia de X; en la expresion E por el correspondiente término t;. Se

dice que o(E) es una instancia de E.

La relacion “ser instancia de” introduce un orden de maxima generalidad entre las
expresiones del lenguaje de primer orden L. Sean E; y FEs expresiones de L, F; es
mas general que F,, denotado E; < Fs, si, y solo si, existe una sustitucion o tal que
o(Ey) = Ej.

Dadas las sustituciones o y 6, la composicién de o y 6 es la aplicacién o 00" tal que

(c00)(E)=0c(0(F)).

Ejemplo 2.3. Sea la expresion E = p(X,£(Y),Z) y la sustitucién o = {Y/b, X/ f(a)}.
La aplicacién de o a E es o(F) = p(f(a),f(b),Z). p(f(a),f(b),Z) es una ins-
tancia de p(X,f(Y),Z). Ademas, p(X,£(Y),Z) es mas general que p(f(a),f(b),Z).
Dada la sustituciéon § = {Z/g(X)}, la composicién de o y 6 es la sustituciéon o o 0 =
{Z/g(f(a)),Y/b,X/f(a)}, y la aplicacién de o o 6 a la expresién E es (o o0 0)(E) =
o(0(F)) =p(f(a),f(b),glf(a))).

2.4.2. Unificacion

La unificacion de expresiones es un concepto fundamental para la programacion 1égica.
Informalmente, unificar es el proceso por el cual dos o mas expresiones se convierten
en sintacticamente iguales mediante la aplicacion de una sustitucién, denominada uni-
ficadora. Este tipo de sustituciones sintetiza la nocion del computo en el contexto de

la programacion légica.

Definicién 2.15. (Unificador, [23]). Una sustitucion 0 es un unificador del conjunto
de expresiones {Ey, Es, ..., Ey} si, y solo si, 0(Ey) = 0(Ey) = --- = 0(Ey). Se dice que

el conjunto Er, Es, ..., Ey es unificable si existe un unificador para él.

"En ocasiones escribiremos 6.
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Definicién 2.16. (Unificador mas general, [23]). Un unificador o de un conjunto
de expresiones S es un unificador mds general (m.g.u.®) para S si, y solo si, cualquier

unificador 0 de S cumple que o < 0.

Ejemplo 2.4. Sea S el conjunto formado por las expresiones F; = p(X,g(b)) y
E; = p(£(2),Y). La sustitucion o = {Z/a,Y/g(b), X/f(a)} es un unificador de las
expresiones Ey y Es, ya que o(E)) = o(Ey) = p(f(a),g(b)). No obstante, existe una
sustitucién més general que o, = {Y/g(b), X/ f(Z)} que también es un unificador de
las expresiones Ey v Es, 0(E;) = 0(E,) = p(£(2) ,g(b)). Dado que 6 es mas general
que cualquier otro unificador de las expresiones E; y Fjs, el unificador # es un unificador

mas general para el conjunto S.

2.4.3. Principio de resolucion de la légica de predicados

Una vez definidos los conceptos de unificador y unificador més general, podemos for-
mular el principio de resoluciéon para la légica de predicados. Definiremos primero el
concepto de factor de una cldusula, que nos permite obtener una versién simplificada
de la misma.

Si dos o més literales® (con el mismo signo) de una cldusula C tienen un unificador

mds general o, entonces se dice que ¢(C) es un factor de C.

Definicién 2.17. (Resolvente binario, [23]). Sean C, y Cy dos cldusulas sin variables
en comun. Sean L1 y Lo dos literales de Cy y Cy, respectivamente. Si Ly y - Lo tienen un
m.g.u. o, entonces la clausula (0(C1)\o(L1))U(a0(Ca)\o(Ls)) se conoce como resolvente

binario de Cy y Co.

Definicién 2.18. (Resolvente, [23]). Un resolvente de las cldusulas C; y Co es uno

de los siguientes resolventes binarios:
1. Un resolvente binario de C; y Cs.
2. Un resolvente binario de Cy y un factor de C,.
3. Un resolvente binario de un factor de C; y Cs.
4. Un resolvente binario de un factor de C1 y un factor de Cs.

Ejemplo 2.5. Sea C; = p(X) Vp(E(Y)) Vr(g(Y)) y C; = —p(f(g(a))) Vq(b), un
factor de C; es la clausula C; = p(£(Y)) V r(g(Y)). Un resolvente binario de C] y Cy
es r(f(g(a))) VvV q(b). Por tanto r (f (g(a))) V q(b) es un resolvente de C; y Cs.

8En adelante, denotaremos por mgu(z,y) a la funcién que devuelve el unificador més general de

las expresiones x e y.
9Un literal es una férmula atémica o su negacién.
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A la hora de aplicar un paso de resolucién, un hecho importante es la existencia de
un algoritmo de unificacién que permita obtener el m.g.u. de un conjunto de expresio-
nes unificables, o de notificar su inexistencia en caso contrario. Si no existe el m.g.u.

entonces no podra darse el paso de resolucién.

2.4.4. Resolucion SLD

La resoluciéon SLD es una estrategia de resolucién en la que, dado un programa II y
una clausula A tal que A’ es un objetivo G, para probar la inconsistencia de IT U {G}
(equivalentemente, que A es una consecuencia légica de II) partimos del objetivo G,
que tomamos como cldusula inicial, y resolvemos esta con alguna clausula del programa
IT para obtener un nuevo objetivo al unificar algin literal de G con la cabeza negada

de alguna regla de II.

Definicién 2.19. (Regla de computacioén, [23]). Llamamos regla de computacion (o
funcion de seleccion) ¢ a una funcion que, cuando se aplica a un objetivo G, selecciona

uno, y solo uno, de los dtomos de G.

Ahora podemos definir la seméntica operacional en términos de un sistema de transicion
de estados. Con este enfoque, si identificamos un estado E como un par (G; ¢) formado
por una cldusula objetivo G y una sustitucién 6, definimos la resolucién SLD (utilizando
la funcién de seleccién @) como un sistema de transicién cuya relacién de transicion

=s.p C (F X F) es la menor relacién binaria que satisface:

(G= QU NAND),pG)=A,C=(A+ Q) <Il,o=mgu(A,A)
(G;0) =51 (< 0(Q1 A QA Qy);00)

donde Q, Q7 y Qs representan conjunciones de atomos cualesquiera y el simbolo “<”
se ha introducido para representar que C es una variante de una clausula de II. Una
derivacién SLD es una secuencia (Go;id) =srp (G1;01) =sip -+ =sp (Gn; 0n). Una
refutacion SLD es una derivacion de éxito (es decir, que conduce a la cldusula vacia)

(Go;id) =%, p (O;0), donde o es la respuesta computada en la derivacion.

2.5. Ldgica difusa

Repasamos en esta seccién los fundamentos de la logica difusa tal como se contemplan
en [52].

Las nociones bésicas de la l6gica difusa han sido formuladas por Zadeh [64, 65], Go-
guen [17] y Pavelka [51] con la intencién de incorporar a la légica formal los predicados
de caracter vago del lenguaje ordinario, que han permitido iniciar la construcciéon del

razonamiento aproximado.
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Para Zadeh [66], creador de esta disciplina, el término de logica difusa tiene dos
significados diferentes. En el sentido mas estricto, la légica difusa constituye un sistema
l16gico que se ocupa de la formalizacion de modos de razonamiento aproximados. En este
aspecto, resulta una extensién de los sistemas légicos polivalentes!® y como la légica
simbdlica, busca establecer la correccién y completitud de los sistemas que estudia. En
el sentido mas amplio, la 1égica difusa coexiste con la teoria de conjuntos difusos, que

es una teoria de clases con fronteras no nitidas.

2.5.1. Conjuntos difusos

La nocién de conjunto difuso es introducida por Zadeh [65] y sobre ella puede forma-
lizarse el concepto de interpretacién difusa, las operaciones logicas, los modificadores
lingiiisticos, etcétera. Mientras que para conjuntos ordinarios la relaciéon de pertenen-
cia tiene un carécter discreto, es decir, un elemento x (del correspondiente universo U)

pertenece o no al conjunto A:
VreUd, x€AVaedg A, ACU

en los conjuntos difusos la pertenencia tiene un grado. Para formalizar estos conjuntos
es esencial dar sentido a la nueva pertenencia, lo que se hace del siguiente modo. Un

conjunto difuso A, en un universo U, se expresa como:

A={z:pa(x): pa(z) #0,2 €U}

donde la aplicacion puy : U — [0,1] es la funcién grado de pertenencia. Es decir, un
conjunto difuso estda determinado por la funcién py. Para cada x € U, pa(z) € [0, 1]
es un numero real que estima la compatibilidad de z con la caracteristica (predicado)
que define el conjunto A.

Si observamos que la pertenencia ordinaria estd determinada por la funciéon carac-

teristica
1, stze A

Xa:U —{0,1}, XA(x):{ 0, sizgA

vemos que la pertenencia difusa, graduada por 4, es una generalizacion de la clasica
ya que x4 es una funcion 4 particular. De esta observacién se deriva el hecho de que
todo conjunto ordinario es un conjunto difuso; es decir, la nociéon de conjunto difuso
extiende la de conjunto ordinario.

La definicién esencial de la légica difusa, desde el punto de vista semantico, es

la de interpretacion, en la que se asocia a cada férmula atémica un nimero real en

10Una légica polivalente es un sistema légico que admite mds valores de verdad que los tradicionales

verdadero y falso.
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el intervalo [0,1]''. En efecto, se asigna un grado de verdad a una proposicién difusa
mediante el concepto de conjunto difuso del siguiente modo.
Dado un predicado A(x) en un universo U y un elemento zo € U, la férmula A(x)

se interpreta como verdadera con grado de verdad pa(xg). En tal caso escribimos:

Z(A(wo)) = pa(zo)

Por tanto, venimos a decir que la proposicién A(zq) se satisface con grado pa(xo), el

grado de pertenencia de xg al conjunto difuso A. Y este conjunto es, necesariamente,
A={recl:Ax)},

es decir, el conjunto cuyo predicado asociado es A(x).

Debemos advertir que, posteriormente, a través de los modificadores lingiiisticos,
serda posible contemplar las proposiciones difusas como falsas, muy verdaderas, muy
falsas, algo verdaderas, etc. De este modo, podemos incorporar también el cardcter
difuso al concepto de interpretacion. Mas concretamente, podra asociarse una nueva

interpretacion a cada modificador de predicado que se formalice.

2.5.2. t-normas, t-conormas y agregadores

La sintaxis de la logica difusa no presenta muchas novedades. Una vez que se ha inter-
pretado una expresiéon elemental, formulas al efecto otorgan verdad a las expresiones

compuestas [31]. Por ejemplo, la conjuncién se define habitualmente por la expresién
Z(A(zo) N B(wo)) = min{Z(A(z0)), Z(B(yo))}

donde A(z) y B(y) son predicados cualesquiera en universos U, V, respectivamente,
y o € U, yo € V. Si tomamos predicados A(x) y B(zx) sobre el mismo universo U y

definen, respectivamente, los conjuntos difusos A, B C U, se tiene ademés
Z(A(wo) A B(x9)) = prans (o),

donde panp(xo) es el grado de pertenencia de xy al conjunto interseccién AN B.

Pero de manera més general, la funciéon de verdad de la conjuncién difusa se puede
definir también por todo un conjunto de funciones: las normas triangulares, introduci-
das por Schweizer y Sklar [56]. La definicién de estas funciones, en el intervalo [0, 1],

es la que sigue.

Definicién 2.20. (Norma triangular, [48]). Una operacion T : [0,1] x [0,1] — [0, 1]

es una norma triangular o t-norma si, y solo si, verifica

"De manera mas general se puede tomar un reticulo completo (ver Definicién 2.23).
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i) Es conmutativa, es decir, T(z,y) = T(y,x), Va,y € [0, 1].
it) Es asociativa, es decir, T'(z,T(y,2)) = T(T(x,y), 2), Vz,y,z € [0,1].
iii) T(x,1) =z, Y € [0,1].

i) Es mondtona en cada componente, es decir'?, si x1 < xo, entonces T(x1,y) <

T($27 y)7 vxl; T2,y € [07 1]
De manera analoga, la disyuncién se caracteriza habitualmente por la expresion
Z(A(zo) V B(zo)) = méx{Z(A(z0)), Z(B(y0))},

y si consideramos A(z) y B(x) sobre el mismo universo U definiendo, respectivamente,

los conjuntos difusos A, B C U, se tiene ademas

I(A(zo) V B(xo)) = prauvs(zo),

donde paup(xo) es el grado de pertenencia de xq al conjunto unién A U B.
Ademas, como para la conjuncién, la funcion de verdad de la disyuncion se puede
definir también por todo un conjunto de funciones: las co-normas triangulares, carac-

terizadas del siguiente modo en el intervalo cerrado [0, 1].

Definicién 2.21. (Co-norma triangular, [48]). Una operacion S : [0, 1] x [0,1] —

[0,1] es una co-norma triangular o t-conorma si, y solo si, verifica
i) Es conmutativa, es decir, S(x,y) = S(y,z), Y,y € [0,1].
ii) Es asociativa, es decir, S(x,S(y,z)) = S(S(x,y),2), Va,y,z € [0, 1].
iii) S(x,0) =z, Vo € [0, 1].

iv) Es mondtona en cada componente, es decir'®, si x; < x4, entonces S(zy,y) <
S<I27y)7 vxlax2,y S [0, 1]

Mediante los operadores de agregacion se gestiona la agregacion de informacion de
manera eficiente y flexible [20], aspecto que se ha convertido en tarea principal de los
problemas de decision multicriterio, en los que es necesario procesar mucha informacién
de modo que su cantidad y precisiéon es muy variada.

La definicién més general de operador de agregacién, en el intervalo [0, 1], es la

considerada en [30], que damos en los siguientes términos.

12De la caracterizacién dada (solo para la primera componente) se sigue también la monotonia en

la segunda componente usando las condiciones i) y iv).
13La monotonia en la segunda componente resulta también de i) y iv).
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Definicién 2.22. (Operador de agregacién, [52]). Un operador de agregacion @ es
una aplicacion Q : [0,1]" — [0, 1] que satisface:

i) Condiciones de frontera: @(0,...,0) =0,Q(1,...,1) = 1.

ii) Monotonia: ¥(x1,...,x,), (Y1,--.,yn) € [0,1]",
(xla"'amn) S (y17"'7yn) = @(mlw"axn) S @(y1a7yn>

A las condiciones de la definiciéon anterior se anaden, en ocasiones, otras como la con-
tinuidad, simetria e idempotencia. En particular, @ es simétrico si, y solo si, para
toda permutacién o de {1,...,n} y toda n-tupla (z1,...,z,) € [0,1]" se cumple
Q(z1,...,7) = Q(To(1), - - -, To(n)); ademds, @ es idempotente (es decir, Q(z,...,z) =
x) si, y solo si, para toda n-tupla (zi,...,z,) € [0,1]" se cumple min{zy,...,x,} <

Q(xy,...,x,) <max{zy,..., T}

2.5.3. Programacion légica difusa

Desde un punto de vista formal, la programacién logica difusa es un area de la logica
difusa dedicada al estudio de teorfas difusas o programas difusos, que son un conjunto
de expresiones logicas difusas en un lenguaje de primer orden [52].

La gestion de la incertidumbre y de la imprecision en los procesos de deduccion
es una cuestion relevante dado que en el mundo real la informacién a procesar es de
naturaleza imperfecta. En programacion légica, este asunto ha atraido la atencién de
muchos investigadores y han sido propuestos distintos marcos para su formalizacion.

Los marcos actuales para gestionar la imprecision en programacién logica difusa

pueden clasificarse en basados en anotaciones y basados en implicaciones [52]:

» Los basados en anotaciones admiten reglas de la forma A : f(f,...,5,) < By :
B, ..., B, 1 B, cuyo significado puede entenderse del modo “el grado de verdad
de A es al menos f(f, ..., [,) siempre que el grado de verdad de cada dtomo B;
sea al menos f3;, 1 < i < n”, siendo f una funcién computable y 3; una constante

o una variable sobre un dominio apropiado.

» Los basados en implicaciones tienen reglas que podemos dar del modo (A <«
§(By,...,By);v) donde v es el grado de verdad asociado a la férmula A <
§(Bi,...,By,), en la que ¢ es una conectiva que combina las expresiones atémi-
cas B;. Computacionalmente, dada una interpretacién Z, los valores de verdad
Z(B;) se calculan conforme determina la funcién de verdad de la conectiva ¢ y
posteriormente se propagan convenientemente al atomo A de la cabeza de la re-
gla. Ademas, los grados de verdad pueden tomarse en un reticulo, es decir, la

aplicaciéon Z puede tomar valores sobre un cierto reticulo.
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Es de destacar que la mayoria de las aproximaciones no contemplan ningun tipo de
razonamiento no-mondtono ni admiten negacion, el concepto légico mas relevante que
no ha sido contemplado originariamente por la programacion légica difusa, debido a
que su incorporacién conlleva una complejidad significativa [52].

En cuanto al mecanismo operacional contemplado en las distintas aproximaciones,
en muchos de ellos se reemplaza el mecanismo clasico de inferencia, la resolucién-SLD,
por una variante difusa que permita razonar con incertidumbre y evaluar grados de
verdad. La mayoria de estos implementan el principio de resolucion difuso introducido
por Lee en [31].

Las propiedades de correccion y completitud para los diferentes tipos de semantica
operacional han sido propuestas en relacién con una semantica declarativa apropiada,
que en muchos casos ha sido concebida como una extensién difusa del clasico modelo

minimo de Herbrand [32].

2.6. El lenguaje FASILL

FASILL [25, 26] ( “Fuzzy Aggregators and Similarity Into a Logic Language”) utiliza un
lenguaje de primer orden L construido sobre un alfabeto X, que contiene los elemen-
tos de un conjunto infinito numerable de variables V., simbolos de funcién y simbolos
de predicado con su aridad asociada—mnormalmente expresados como f" o P" don-
de n representa su aridad—, el simbolo de implicacién <— y un amplio conjunto de
otros conectivos. El lenguaje combina elementos de ¥ como términos, atomos, reglas y
formulas. Una constante ¢ es un simbolo de funcién con aridad cero. Un término es una
variable, una constante o un simbolo de funcién f aplicado a n términos t1,ts,...,t,,
y se denota como f(tq,ts,...,t,) [27].

Asumimos también que en el lenguaje £ se admiten elementos r € L de un reticulo
completo, (L, <), equipado con una coleccién de conectivas (conjunciones, disyunciones

y agregadores). Por lo tanto, una férmula bien formada es:
= r,sir € L.

w P(ty,t,...,t,), sity,ta,...,t, son términos y P" es un predicado de aridad n.

Esta férmula es un dtomo.

v §(F, Foy ooy Fu), si Fu, Fa, ..., Fp son formulas bien formadas y ¢ es una conec-

tiva de aridad n con una funcién de verdad ¢ : L™ — L.

Definicién 2.23. (Reticulo completo, [27]). Un reticulo completo es un conjunto

ordenado (L, <) tal que todo subconjunto S de L tiene infimo y supremo.**

En particular, existe el infimo de L vy el supremo de L, denotados por L y T, respectivamente.
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&;m"od(xa y) é xry &godel(xa y) é mfﬂ{l’, y} &luka(x7 y) é méx{(), T+ Yy — 1}
iprod('ra y) é T+ y—xy igodel(aja y) é méx{x, y} iluka(xa y) é min{a? + Y, 1}

@aver(xa y) £ (ZE + y)/2 @geom(xa y) = VY @very(x) = l,Z

Figura 2.2: Conjunciones, disyunciones y agregadores en ([0, 1], <)

Ejemplo 2.6. En esta memoria utilizaremos el reticulo ([0, 1], <), donde < es el orden
usual; y tres conjuntos de conectivos correspondientes a las logicas difusas de Godel,
Lukasiewicz y del producto, definidos en la Figura 2.2, con diferentes capacidades
para modelar escenarios optimistas, pesimistas y realistas, respectivamente. Es posible
incluir otros conectivos, por ejemplo la media aritmética, definida por el conectivo

Qgper, 0 €l agregador @Q,.,, que es un conectivo unario o modificador lingtistico.

En lo que sigue formalizamos el concepto de relacién de similitud tal como lo usamos
en el lenguaje FASILL. El concepto es debido a [63].

Definicién 2.24. (Relacién de similitud, [27]). Dado un dominio U y un reticulo
L con una t-norma A fija, una relacion de similitud R es una relacion binaria difusa
sobre U, es decir, un subconjunto difuso sobre U X U (caracterizada por una funcidén

grado de pertenencia R : U x U — L), que satisface las siguientes propiedades:
» Reflexiva: R(z,z) = T,Vx € U.
» Simétrica: R(z,y) = R(y,z),Ve,y € U.
» Transitiva: R(z,z) > R(x,y) A R(y, 2),Vx,y,z € U.

Como cabe esperar, nos interesan las relaciones binarias difusas sobre el dominio
semantico. En primer lugar, definimos similitudes sobre simbolos del alfabeto > de un
lenguaje de primer orden L. Esto hace posible tratar como indistinguibles dos simbolos
que estan relacionados por R. Ademads, una relacion de similitud R sobre el alfabeto de
L se puede extender a los términos mediante induccién estructural de la forma usual

[58]. La extensién, R, de una relacién de similitud R se define como sigue [27]:
1. Sea x una variable, R(z,z) = R(x,z) = T.

2. Sean [y g dos simbolos de funcion de aridad n y sean tq,...,t,, S1,..., S, térmi-

nos, R(f(t1, -, ta) g(s1,- -, 80)) = R(F 9) A (N Rt 1)

3. En cualquier otro caso, el grado de similitud de dos términos es el infimo L.
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Anélogamente para férmulas atémicas. Las férmulas condicionales de la forma C = A «+
B, donde A es un atomo, tienen una especial relevancia. Para este tipo de férmulas
usaremos una nocién diferente de similitud mas restrictiva que la definida en [58]. La
idea es que una férmula condicional C es similar a otra férmula condicional C’ si sus
cabezas son similares pero mantienen el mismo cuerpo. Asi, dados C = A «+ By
C'=A B, R(C,C)=R(A A si B= By en cualquier otro caso, R(C,C’') = L.
Notese que en esta ampliacion no hacemos una distinciéon de notacion entre la

relacion R y su extension R.

Ejemplo 2.7. La relacién de similitud R sobre U = {vanguardist, elegant, metro, taxi,

bus} esta definida mediante la matriz mostrada en la Tabla 2.2, donde se puede compro-

Tabla 2.2: Grados de similitud de la relacién del Ejemplo 2.7

R vanguardist | elegant | metro | taxi | bus
vanguardist 1 0.6 0 0 0
elegant 0.6 1 0 0 0
metro 0 1 0.4 | 0.5
taxi 0 0.4 1 0.4
bus 0 0.5 0.4 1

bar que R satisface las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Particularmente,
utilizando como t-norma A la conjuncién de Godel, tenemos que: R(metro, taxi) >
R(metro,bus) A R(bus, taxi) = 0.5 A 0.4.

Ademss, la extensién R de la relacién R determina que los términos elegant (taxi)
y vanguardist (metro) son similares, pues: ﬁ(elegant (taxi),vanguardist (metro))
— R(elegant,vanguardist) A R(taximetro) = 0.6 A R(taximetro) = 0.6 A 0.4 =
0.4.

Definicién 2.25. (Regla FASILL, [27]). Una regla FASILL es de la forma A < B,
donde A es una formula atomica llamada cabeza y B es una formula bien formada
(construida a partir de férmulas atémicas By, Ba, ..., By, grados de verdad y conectivos
de L), que llamamos cuerpo. En particular, cuando el cuerpo de una regla esr € L (un
elemento del reticulo L), esta regla se llama hecho y puede ser escrita como A < r (o

simplemente como A sir =T ).

Definicién 2.26. (Programa FASILL, [27]). Un programa FASILL es una 3-tupla
(I, R, L) donde 11 es un conjunto de reglas, R es una relacion de similitud entre los

elementos de X, y L es un reticulo completo.

Ejemplo 2.8. El conjunto de reglas II mostrado a continuacion, la relacién de similitud

R del Ejemplo 2.7, y el reticulo L del Ejemplo 2.6 forman un programa FASILL P =
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(ILR,L).
(R, : vanguardist (hydropolis) < 0.9.
Ry : elegant(ritz) + 0.8.
II=<¢ R;s: close(hydropolis, taxi) < 0.7.
R4 : good_hotel (X) — Quyer (elegant (X),

Qyery (close(X,metro)) .

2.6.1. Semantica operacional de FASILL

Las reglas en un programa FASILL tienen el mismo papel que las clausulas en los
programas Prolog o MALP [24, 37|, indicando que un cierto predicado relaciona algunos

términos (la cabeza) si algunas condiciones (el cuerpo) se mantienen.

Como lenguaje l6gico, FASILL hereda los conceptos de sustitucién, unificador y
unificador mds general (m.g.u.) descritos en la Seccién 2.4. Algunos de estos se han
extendido para trabajar con relaciones de similitud. Concretamente, siguiendo la linea
adoptada en Bousi~Prolog [28], el unificador méas general se reemplaza por el concepto
de unificador mds general débil (w.m.g.u.) y se introduce el algoritmo de unificacion
débil para calcularlo. Este algoritmo especifica que dos expresiones (términos o férmulas
atémicas) f(t1,t9,...,tn) v 9(S1,52,...,8,) unifican débilmente si los simbolos de la
raiz, f v g, estan relacionados con un determinado valor de verdad (R(f,g) =r > 1)y
cada uno de los argumentos t; y s; unifican débilmente. Entonces, existe un unificador

débil para dos expresiones incluso si los simbolos de sus raices no son sintacticamente

iguales (f # g).

De manera mas técnica, el algoritmo de unificacién débil que usaremos es una
extension del primero que aparece en [58] para reticulos completos arbitrarios. Serd
formalizado como un sistema de transiciéon de estados soportado por una relacién de
unificacién basada en similitud “=-". La unificacion de las expresiones &; y &, se obtiene
mediante una secuencia de transformaciones de estados, empezando desde el estado
inicial (G = {& =~ &}, id, ap), donde id es la sustitucién identidad y ag = T es el
supremo de (L, <): (G,id, ) = (G1,601, 1) = -+ = (G, 0, ). Cuando el estado
final (G, 0,,a,), con G, = (), es alcanzado (es decir, las ecuaciones del estado inicial
estdn resueltas), las expresiones £ y & son unificables por similitud con w.m.g.u. 6,, y
grado de unificacion a,,. Por lo tanto, el estado final (G, 0,, a,,) devuelve el resultado
de la unificacién. Por otra parte, cuando las expresiones £ y & no son unificables, la
secuencia de transformaciones de estados termina en fallo (G,, = Fallo).

La relacion de unificacion basada en similitud, “=", se define como la menor re-
lacién binaria determinada por el siguiente conjunto de reglas de transicién (donde

Var(t) denota el conjunto de variables de un término ¢ dado) [27]:
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<{f(t177tn> %9(817"'7Sn)}UE767r1> R(f7g) =T9 > uE
({t1 = s1,...,th = s} UE, 0,11 AN13)

{X~X}UE, 0,1) ) {X ~t}UE,0,r) X ¢ Var(t)
<E767T1> <(E>{X/t}’9{X/t}>T1>
{t=X}UFE,0,r) {X ~t}UE,0,r) X € Var(t)
4 (5)
{X =ty UE,0,1) (Fallo,8,r1)

({f(t,.. . ty) = g(51,. .., 80)} UE,0,11) R(f,g9)=1
(Fallo,0,r1)

(6)

La primera regla descompone dos expresiones y anota la relacion entre el simbolo de
funcién (o de predicado) en su raiz. La segunda regla elimina falsa informacién y la
cuarta regla intercambia la posicién de los simbolos que manejan otras reglas. La tercera
y quinta reglas realizan una comprobacién de la variable X en un término ¢. En caso
de éxito, genera una sustitucion { X/t}; en cualquier otro caso el algoritmo termina con
un fallo. También puede terminar en fallo si la relacién entre el simbolo de funcién (o
de predicado) en R es L, como se especifica en la sexta regla.

Usualmente, dadas dos expresiones & y &, si hay una secuencia de transiciones sa-
tisfactoria, ({& ~ &}, id, T) =* (0,6, r), entonces podemos decir que wmgu (&, E) =
(0, 1), siendo 0 el unificador débil mds general de &y y E, y r es su grado de unificacion.

Finalmente, nétese que, en general, un w.m.g.u. de dos expresiones £; y £ no es uni-
co [58]. Ciertamente, el algoritmo de unificacién débil inicamente calcula una clase re-
presentativa de un w.g.m.u., en el sentido de que, si 0 = {1 /t1,z3/ts, ..., x,/t,} s un
w.m.g.u. con grado 3, entonces, por definicién, cualquier sustituciéon 0’ = {x1/s1, z2/s9,

..y Tn/Sp} que satisfaga R(s;,t;) > L para cualquier 1 < ¢ < n, es también un
w.m.g.u. con un grado de aproximacién 5 = SA(A] R(s;, t;)), donde “A” es la t-norma
seleccionada. En cualquier caso, se puede observar que el w.m.g.u. representativo calcu-
lado por el algoritmo de unificacion débil tiene un grado de aproximacion igual o mayor
que cualquier otro w.m.g.u. Como en el caso del algoritmo de unificacion clasico, este

algoritmo siempre termina devolviendo el resultado o fallo.

Ejemplo 2.9. Considérese el reticulo L = ([0, 1], <) del Ejemplo 2.6 y la relacion de
similitud R del Ejemplo 2.7. Es posible el siguiente proceso de unificacién débil, dados

los términos elegant (taxi) y vanguardist (metro).

({elegant (taxi) ~ vanguardist (metro)},id, 1)==({taxi ~ metro},id,0.6)==
({},id, 0.6 A 0.4) = ({},id,0.4)
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También es posible unificar los términos elegant (taxi) y vanguardist (X), dado que:

R1

({elegant (taxi) ~ vanguardist(X)},id, 1)=—
({X ~ taxi},id,0.6)==({}, {X/taxi},0.6)

({taxi ~ X},id,0.6)==

y la sustitucién {X/tazi} es su w.m.g.u. con un grado de unificacién 0.86.

Con el objetivo de describir la semdantica operacional del lenguaje FASILL, en adelante
denotaremos por C[A] a una férmula donde A es una sub-expresién (normalmente

un dtomo) que ocurre en el—posiblemente vacio— contexto C[], mientras que C[A/A’]

good hotel(X)
{X/X}

@aver(elegant (V1), @very(close(Vl, metro)))
{X/V1}

N

@aver( (0.6 &godel ©.9), @very(close(hydropolis, metro)}) @aver(0.8, @very(close(ritz, metro)))
{X/hydropolis} {X/ritz}

= s

@aver( (0.6 &godel ©.9), @very((0.4 &godel 0.7))) @aver(0.8, @very(8.0))
{¥%/hydropolis} {X/ritz}

@aver(0.6, @very( (0.4 &godel 0.7))) @aver(0.8, 0.0)

{X/hydropolis} {X/ritz}
@aver(0.6, @very(8.4)) 0.4
{X/hydropolis} {X/ritz}

@aver(0.6, 0.16000000000000083)
{X/hydropolis}

0.38
{X/hydropolis}

Figura 2.3: Arbol de derivacién para el Ejemplo 2.10
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significa el reemplazo de A por A’ en el contexto C[]. Ademads, Var(s) denota el conjunto
de las distintas variables que se encuentran en el objeto sintéctico s y 8[Var(s)] se refiere

a la sustitucién obtenida de # restringiendo su dominio a Var(s).

Definicién 2.27. (Paso de computacién, [27]). Sea Q un objetivo y o una sustitu-
cion, y sea A el dtomo seleccionado del objetivo Q. El par (Q; o) es un estado. Dado
un programa (I, R, L) y una t-norma A en L, una computacion se formaliza como
un sistema de transicion de estados, cuya relacion de transicion de estados ~ es la

menor relacion binaria que satisface las siguientes reglas:

1) Paso de ézito (denotado como §§)

(QIAl;0) A« Bell  wmgu(A,A) = (6;r)
(Q[A/B A r]0;00)

SS

2) Paso de fallo (denotado como Fﬁ?}

(Q[A]; o) A — Bell:wmgu(A,A) = 0;r),r> L
(QlA/L];0)

FS

3) Paso interpretativo (denotado como «Ifg)

(Qls(r1,...,m0)];0) S(riy . oy Tp) = Tpga
(Qls(ris. .y mn)/Tns1]i0)

IS

Una derivacion se define como una secuencia de longitud arbitraria (Q;id) ~~*(Q'; o).
Como es usual, las reglas se renombran antes de ser usadas. Cuando Q' =r € L, el

estado (r; o) se llama respuesta computada difusa (fca) para esa derivacion.

Ejemplo 2.10. Sea P = (II, R, L) el programa del Ejemplo 2.8. Es posible realizar
una derivacién con la respuesta difusa computada (0.4; { X /ritz}) para P y el objetivo
Q = good_hotel(X):

(good_hotel (X);id) D
(Q@aver (elegant (X),Q,,, (close(X,metro))); {X1/X}) 5
(@aver (0.8,@yery (close(ritz,metro))); { Xy /ritz, X/ritz}) S
(Qaver (0.8, @yery (0)); { X1 /ritz, X/ritz}) 3
(Caver (0.8,0); { X1 /ritz, X /ritz}) 5
(0.4;{ Xy /ritz, X/ritz})

Aparte de esta, existe otra fca alternativa (0.38; {X/hydropolis}) asociada al mismo
objetivo. En la Figura 2.3 se muestra una representacion grafica del arbol de derivacion

para este objetivo.
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fasill> consult('../sample/program/good hotel.fpl').
<l.0, {} > ;

fasill> good hotel(X).
< 0.4, {X/ritz} > ;

fasill> consult sim('../sample/sim/good hotel.sim.pl').
< 1.0, {} > ;

fasill> good hotel(X).

< 0.38, {X/hydropolis} > ;
< 0.4, {X/ritz} > ;

fasill> findall(hotel(X,Y), truth degree(good hotel(X),Y), L).
< 1.0, {X/X, Y/Y, L/[hotel(hydropolis, ©0.38), hotel(ritz, 0.4)]1} > ;

fasill> taxi = metro ; taxi ~ metro.
<0.0, {} > ;
<0.4, {} » ;

Figura 2.4: Consola interactiva del lenguaje FASILL

2.6.2. Implementacion de FASILL

FASILL es un lenguaje interpretado que ha sido desarrollado sobre Prolog, y que actual-
mente es ejecutado sobre el intérprete SWI-Prolog. Su implementacién esté disponible a
través de la URL http://dectau.uclm.es/fasill/ y su cédigo puede encontrarse en
el siguiente repositorio de GitHub: https://github.com/jariazavalverde/fasill.
FASILL cuenta con una consola interactiva (véase la Figura 2.4) que provee a los pro-
gramadores de una forma rapida de ejecutar objetivos logicos difusos. Ademads, cuenta
con un entorno de prueba online para ejecutar la herramienta sin necesidad de insta-

larla: http://dectau.uclm.es/fasill/sandbox.

En la Figura 2.5 se muestra la zona de entrada del entorno FASILL online, la cual
esta formada por tres campos de texto para introducir las reglas, el reticulo y, opcional-
mente, un conjunto de ecuaciones de similitud a partir del cual se genera la relacion de
similitud calculando su cierre reflexivo, simétrico y transitivo. Ademas, hay un cuarto
campo de texto para fijar el limite de inferencias que el entorno puede realizar para

encontrar respuestas computadas difusas, con el fin de evitar derivaciones infinitas.

Una vez introducido el programa, podemos consultar un objetivo en la zona de
ejecucion mostrada en la Figura 2.6. El entorno proporciona el conjunto de respuestas
computadas difusas junto al tiempo de ejecucion, asi como el arbol de derivaciéon en
formato textual. Ademas, también genera un grafico en forma de arbol que representa

graficamente la derivacion (véase la Figura 2.3).


http://dectau.uclm.es/fasill/
https://github.com/jariazavalverde/fasill
http://dectau.uclm.es/fasill/sandbox
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Input

<[> Program

1 | vanguardist(hydropolis)
2 | elegant(ritz)

3 | close(hydropolis, taxi)
4 | good hotel(X)

5

0.9.
0.8.
6.7.
@aver(elegant(X), @very(close(X, metro))).

Unfold program

@ Lattice

% Elements
member(X) :- number(X), 0 =< X, X =< 1.
members([0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.01).

1
2
3
4
5 | % Distance

6 | distance(X,Y,Z) :- Z is abs(Y-X).

[

= Similarity Relation

elegant/1l ~ vanguardist/1l = 0.6.
metro ~ bus = 0.5.

bus ~ taxi = 0.4.

~tnorm = godel.

[, =S PV N ]

@ Max. inferences
1000

Figura 2.5: Captura de pantalla de la entrada de la herramienta FASILL online

2.7. El solucionador Z3

Z3 es un solucionador SMT de Microsoft Research, originalmente orientado a resolver
problemas que surgen en la verificacion y analisis de programas. Consecuentemente, in-
tegra una gran variedad de teorias utilizando algoritmos novedosos para la combinacion
de las mismas [45]. El primer lanzamiento externo de Z3 fue realizado en septiembre
de 2007.

Z3 soporta varios formatos textuales de entrada, y dispone de una interfaz binaria.
Los tres formatos de entrada textuales compatibles son: el formato SMT-LIB [§], el
formato Simplify [15], y un formato nativo a bajo nivel al estilo del formato DIMACS!®
para formulas proposicionales SAT. También es posible llamar a Z3 proceduralmente
utilizando el API para los lenguajes soportados por .NET, y para otros lenguajes como
ANSI C, Haskell, OCaml o Python [46].

I5DIMACS est4 ampliamente aceptado como el formato estdndar para férmulas légicas en CNF.
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Running = Tuning

m Goal

Output

Q, Fuzzy Computed Answers

1| <0.38, {X/hydropolis}>
2 <b.4, {X/ritz}>
3  execution time: 3 milliseconds

4 Derivation tree

1 | GOAL <good_hotel(X), {X/X}>

2 good hotel/1l <@aver(elegant(V1l), @very(close(V1l, metro))), {X/V1}>

3 vanguardist/1 <@aver((0.6 &godel ©.9), @very(close(hydropolis, metro))), {X/hydropolis}=>
4 close/2 <@aver((0.6 &godel 0.9), @very((0.4 &godel ©.7))), {X/hydropolis}>
5 IS <@aver(0.6, @very((©.4 &godel 0.7))), {X/hydropolis}>

6 IS <@aver(0.6, @very(0.4)), {X/hydropolis}>

7 IS <@aver(0.6, ©.16000000000000003), {X/hydropolis}=

8 IS <0.38, {X/hydropolis}>

9 elegant/1 <@aver(0.8, @very(close(ritz, metro))), {X/ritz}>

10 FS <@aver (0.8, @very(0.0)), {X/ritz}>

11 IS <@aver(0.8, 0.0), {X/ritz}>

12 IS <0.4, {X/ritz}>

Draw derivation tree

Figura 2.6: Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras ejecutar un ob-

jetivo

2.7.1. Arquitectura de Z3

Z3 integra un moderno solucionador SAT basado en DPLL, un solucionador de teoria
central que maneja igualdades y funciones no interpretadas, solucionadores satélite
(para aritmética, vectores, etcétera) y una mdquina abstracta de E-emparejamiento
(para cuantificadores). Z3 estd implementado en C++. En la Figura 2.7 se muestra
una descripcion esquematica de Z3, cuyas principales componentes y caracteristicas se

describen a continuacién tal y como se detallan en [46].

= Simplificador. Las férmulas de entrada primero son procesadas utilizando una
simplificacion incompleta pero eficiente. El simplificador aplica reglas de reduc-
cion de expresiones algebraicas, como p A true — p, pero también realiza sim-
plificaciones contextuales limitadas, ya que identifica definiciones ecuacionales en
un contexto y reduce la férmula restante utilizando la definicién, por ejemplo
x=4ANq(x) = x=4Aq(4). El conjuntor trivialmente satisfacible z = 4 no se
compila en el ntcleo, sino que se mantiene a un lado en el caso de que se requiera

un modelo para evaluar x.
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Ocaml
Y
SMT-LIB Simplify Texto nativo C .NET
Y
Simplificador Solucionadores de teorias
v Aritmética lineal
Compilador
Vectores
A 4 asignaciones
igualdades
< > Vectores de bits
Nucleo del cierre de congruencia
- nuevos atomos Tuplas
Y
A ] i |
v asignaciones literales igualdades
A
Solucionador SAT P g Motor de E-emparejamiento
clausulas

Figura 2.7: Arquitectura del solucionador Z3

» Compilador. La representacion simplificada del arbol de sintaxis abstracta de
la férmula se convierte a una estructura de datos diferente que comprende un

conjunto de clausulas y nodos de cierre de congruencia.

Nucleo del cierre de congruencia. El niicleo del cierre de congruencia recibe
asignaciones de verdad para los atomos del solucionador SAT. Las igualdades
asertadas por el solucionador SAT son propagadas por el ntcleo del cierre de
congruencia utilizando una estructura de datos llamada E-grafo [15]. Los nodos
del E-grafo pueden apuntar a varios solucionadores de teorias. Cuando dos nodos
se juntan, los conjuntos de referencias de los solucionadores de teorias se juntan,
y la unién se propaga como una igualdad a los solucionadores de teorias en la
intersecciéon de los dos conjuntos de referencias de los solucionadores. El nicleo
también propaga los efectos de los solucionadores de teorias, como por ejemplo
las igualdades inferidas que se producen y los atomos asignados a verdadero o
falso. Los solucionadores de teorias también pueden producir atomos frescos en el
caso de las teorias no convexas, cuyos valores son posteriormente asignados por

el solucionador SAT.

= Combinacion de teorias. Los métodos tradicionales para combinar soluciona-
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dores de teorias dependen de las capacidades de los solucionadores para producir
todas las igualdades implicadas o un paso de preproceso que introduce literales
adicionales en el espacio de busqueda. Z3 utiliza un nuevo método de combina-
cion de teorias que recoge incrementalmente los modelos mantenidos por cada
teoria [45].

Solucionador SAT. Las particiones logicas son controladas por un solucionador
SAT considerado estado del arte, que integra métodos de poda de busqueda,

aprendizaje utilizando clausulas conflictivas, y vuelta atras no cronolégica.

Eliminacion de clausulas. La instanciacion de cuantificadores tiene el efecto
secundario de producir nuevas clausulas en el espacio de busqueda, que contie-
nen nuevos atomos. El recolector de basura de Z3 recoge clausulas, junto con
sus atomos y términos, que son inttiles en las ramas cercanas. No obstante, las
clausulas conflictivas y sus literales no son eliminados, por lo que las instancia-
ciones de cuantificadores que fueron ttiles produciendo conflictos son retenidas

como efecto secundario.

Propagacion de relevancia. Los solucionadores basados en DPLL asignan va-
lores logicos a potencialmente todos los atomos que aparecen en el objetivo. En
la practica, muchos de estos atomos no son relevantes. Z3 ignora estos atomos
para teorias muy costosas, como la teoria de vectores de bits. El algoritmo para

discriminar los d4tomos relevantes es descrito en [44].

Instanciacién de cuantificadores mediante E-emparejamiento. Z3 utiliza
una aproximacion bien conocida para el razonamiento de cuantificadores que fun-
ciona sobre un E-grafo para instanciar variables cuantificadas. Z3 utiliza nuevos

algoritmos que identifican coincidencias en E-grafos incremental y eficientemente.

Solucionadores de teorias. Z3 utiliza un solucionador de aritmética lineal
basado en el algoritmo de Yices descrito en [16]. La teorfa de vectores utiliza
instanciacion perezosa de los axiomas de vectores. La teoria de vectores de bits con
longitud fija aplica técnicas de aplanamiento (bit-blasting) a todas las operaciones

vectoriales, excepto a la de igualdad.

Generacion de modelos. Z3 puede producir modelos como parte de su salida.
Los modelos asignan valores a las constantes de las entradas y generan funciones

parciales para los simbolos de predicado y de funcion.
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Tabla 2.3: Simbolos terminales del lenguaje SMT-LIB

Simbolo Expresion regular

lpar N\

rpar /\)/

whitespace /[\n\t\rl+|; ["\nl*\n/

numeral /01 [1-9] [0-9]*/

decimal /01 [1-9]1 [0-9]*\ . [0-9]*/

hexadecimal /#x[a-fA-FO-9]+/

binary /#b[01]+/

string /T )"/

keyword /:[a-zA-Z710$ %~ &*_—+=<>.7] [a-zA-Z0-97 @3 /,"&*_—+=<>.7] %/
symbol /[a-zA-Z71@$ )" &* _—+=<>.7] [a-zA-Z0-971@$ ),"&*_—+=<>.7] */
symbol NV 1/

2.7.2. El lenguaje SMT-LIB

Tal y como mencionamos anteriormente, Z3 soporta varios formatos textuales de entra-
da, entre los que se encuentra el formato SMT-LIB. Este es el formato que utilizaremos
en este TFM, por lo tanto en esta seccion introducimos la sintaxis de SMT-LIB descrita
en (8], centrandonos especialmente en la fase de anélisis 1éxico.

Los archivos fuente de SMT-LIB consisten en caracteres Unicode en cualquier codi-
ficacion de 8 bits, como UTF-8. La mayoria de los componentes 1éxicos (tokens) estan
limitados al conjunto de caracteres US-ASCII imprimibles. El resto de caracteres estan
permitidos en cadenas literales, simbolos entrecomillados y comentarios. Tanto los co-
mentarios como los espacios en blanco son considerados elementos terminales del tipo
whitespace. La unica funcion léxica de los espacios en blanco es separar el texto de
entrada en otros componentes 1éxicos.

Los elementos 1éxicos terminales del lenguaje son los paréntesis ( y ), los com-
ponentes whitespace, numeral, decimal, hexadecimal, binary, string, symbol y
keyword, asi como un numero de palabras reservadas, todos ellos definidos a continua-
ciéon. En la Tabla 2.3 se muestran todos los simbolos terminales del lenguaje junto a

su especificacién como expresiones regulares con sintaxis PCRE!S.

= Espacios en blanco. Un token whitespace es una secuencia de caracteres
cualesquiera comenzando por el caracter punto y coma ; y terminando con un
caracter de salto de linea; o una secuencia formada por cualquier combinacién
de los caracteres \t (tabulador), \n (salto de linea), \r (retorno de carro), y .

(espacio).

16Perl-compatible regular expressions.



40

CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE

Nuimeros enteros. Un token numeral es el cardcter O o una secuencia no vacia

de digitos (caracteres entre 0 y 9) empezando por un cardcter distinto de 0.

Numeros reales. Un token decimal es un token numeral seguido de un caracter

punto ., cero o mas caracteres 0, y otro numeral.

Numeros hexadecimales. Un token hexadecimal es una secuencia no vacia
insensible a mayusculas y minisculas de digitos (caracteres entre 0 y 9) y le-
tras desde la A hasta la F, precedida por los caracteres (sensible a mayusculas y

minusculas) #x.

Nuiumeros binarios. Un token binary es una secuencia no vacia de caracteres 0

y 1 precedida por los caracteres #b.

Cadenas literales. Un token string es cualquier secuencia de caracteres impri-
mibles delimitada por el caracter de doble comilla ". El caracter " puede aparecer
dentro de una cadena literal inicamente si esta duplicado. Es decir, el analizador
léxico deberia tratar la secuencia "" como una secuencia de escape denotando

una unica ocurrencia de " dentro del literal.

Palabras reservadas. El lenguaje utiliza una serie de palabras reservadas, se-
cuencias de caracteres imprimibles que deben ser tratadas como tokens indivi-
duales. El conjunto basico de estas palabras es el siguiente: BINARY, DECIMAL,
HEXADECIMAL, NUMERAL, STRING, _, !, as, let, exists, forall, match y par.
Adicionalmente, cada nombre de comando (set-logic, set-option, etcétera) es

también una palabra reservada.

Simbolos. Un token symbol es un simbolo simple o un simbolo entrecomillado.
Un simbolo simple es cualquier secuencia no vacia de letras (caracteres entre a y
z y entre A y Z) digitos (caracteres entre 0 y 9), y los caracteres ~ ! @ $% ~ & *
_—-+=<> .7/, que no comienza por un digito y no es una palabra reservada.
Un simbolo entrecomillado es cualquier secuencia de caracteres imprimibles que

comienza y termina con el cardcter | y que no contiene | o \.

Palabras clave. Un token keyword es el cardcter dos puntos : seguido de un

simbolo simple.

La sintaxis del lenguaje SMT-LIB es similar a la del lenguaje de programacién Lisp. De

hecho, cada expresion en SMT-LIB es una S-expresion!” legal de Common Lisp [60]. La

eleccién de la sintaxis de S-expresiones y el disenio concreto de la sintaxis de SMT-LIB

fue principalmente dirigido por el objetivo de simplificar el analisis.

I7Notacién en forma de texto para representar una estructura de datos de drbol, basada en listas

anidadas, donde cada sublista es un subarbol.
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(Program) — (S — expression)(Program) | A
(S — expression) — whitespace | numeral | decimal | hexadecimal |

binary | string | symbol | keyword |

lpar ((S — expression)™) rpar

Figura 2.8: Reglas de produccién del lenguaje SMT-LIB

Una S-expresion es un elemento terminal sin paréntesis o una secuencia (posible-
mente vacia) de S-expresiones encerradas entre paréntesis. Un programa en Z3 es una
secuencia de S-expresiones. En [8] se detallan las reglas de produccién necesarias para
cubrir la sintaxis completa del lenguaje. Desde el punto de vista de este trabajo, Uni-
camente estamos interesados en analizar los modelos devueltos por el solucionador Z3,

por lo que las reglas de produccién mostradas en la Figura 2.8 son suficientes.

2.7.3. Introduccion a Z3

/3 es una herramienta de bajo nivel que se utiliza principalmente como un compo-
nente en el contexto de otras herramientas que requieren resolver formulas logicas.
En consecuencia, Z3 expone una serie de facilidades por medio de su API para que
sea mas conveniente para las herramientas comunicarse con él, pero no hay editores
independientes ni instalaciones centradas en el usuario para interactuar con Z3.

En esta seccion reproducimos las principales caracteristicas de Z3 necesarias para
la comprensién del Capitulo 4 tal y como se contemplan en [38]. Cabe mencionar que

Z3 cuenta con muchas otras caracteristicas que no son mencionadas en esta memoria.

2.7.3.1. Comandos basicos

Como hemos visto en la seccién anterior, la entrada de Z3 es una extension del estandar
SMT-LIB 2.0. Un guién (script) de Z3 es una secuencia de comandos. El comando help
muestra una lista de todos los comandos disponibles. El comando echo muestra un men-
saje. Internamente, Z3 mantiene una pila de férmulas y declaraciones introducidas por
el usuario. Diremos que estas son las aserciones introducidas por el usuario. El comando
declare-cons declara una constante de un determinado tipo (sort). Andlogamente, el
comando declare-fun declara una funcién. En el siguiente ejemplo, declaramos una

funcién que recibe un dato entero y un dato légico, y devuelve un dato entero.

1 (echo "empezando con Z3...")
2 (declare-const a Int)

3 (declare-fun f (Int Bool) Int)
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El comando assert anade una féormula a la pila interna de Z3. Diremos que las férmulas
en la pila de Z3 son satisfacibles si existe una interpretacién (para las constantes y

funciones declaradas por el usuario) que hace verdad todas las férmulas asertadas.

1 (declare-const a Int)

2 (declare-fun f (Int Bool) Int)
3 (assert (> a 10))

4 (assert (< (f a true) 100))

5 (check-sat)

6 (get-model)

La primera asercién (linea 3) declara una férmula especificando que la constante a debe
ser mayor que 10. La segunda férmula (linea 4) declara que la funcién £ aplicada a a'y al
valor true debe devolver un valor menor a 100. El comando check-sat determina si las
formulas actuales en la pila de Z3 son satisfacibles o no. Si las férmulas son satisfacibles,
Z3 devuelve sat. Si no son satisfacibles, entonces devuelve unsat. Z3 también puede

devolver unknown cuando no puede determinar si una férmula es satisfacible o no.

Cuando check-sat devuelve sat, es posible utilizar el comando get-model para
recuperar la interpretacion que hace verdaderas todas las formulas de la pila interna

de Z3. Para el ejemplo anterior, obtendriamos la siguiente respuesta.

1 sat

2 (model

3 (define-fun a () Int 11)

4 (define-fun f ((x!'1 Int) (x!2 Bool)) Int

5 (ite (and (= x!1 11) (= x!2 true)) 0 0)
6 )

7 )

La interpretacién se proporciona por medio de definiciones. Por ejemplo, la definicién
(define-fun a () Int [vall) declara que el valor de a en el modelo es [val]. La
definicién (define-fun f ((x!1 Int) (x!2 Bool)) Int ...) es muy similar a la
definicién de una funcién utilizada en un lenguaje de programacién. En este ejemplo,
x!1 y x!2 son los argumentos de la interpretacion de la funciéon creada por Z3. Para
este ejemplo simple, la definicién de la funcion f estda basada en expresiones condi-
cionales o ite’s (if-then-elses). Por ejemplo, la expresion (ite (and (= x!1 11) (=
x!2 false)) 21 0) se evalia a (devuelve) 21 si x!1 es igual a 11 y x!2 es igual a

false. En cualquier otro caso, devuelve 0.
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2.7.3.2. Constantes y funciones no interpretadas

Los componentes bésicos de las formulas SMT son las constantes y las funciones. Las
constantes son tan solo funciones que no toman argumentos. Por lo tanto, todo es
realmente una funcién. En el ejemplo anterior, podriamos haber declarado la constante
a como (declare-fun a () Int), y Z3 habria proporcionado el mismo modelo. De
hecho, en los modelos devueltos por Z3 se definen directamente las constantes como

funciones sin argumentos.

Las funciones y los simbolos constantes en la légica pura de primer orden no se
interpretan (son libres), lo que significa que no se adjunta ninguna interpretacién a
priori. Esto contrasta con las funciones que pertenecen al alfabeto de las teorias, como
la aritmética, donde la funcién + tiene una interpretacién estdndar fija (suma dos
nimeros). Las funciones y constantes no interpretadas son muy flexibles, permitiendo
cualquier interpretacién que sea consistente con las restricciones sobre la funcion o

constante.

2.7.3.3. Aritmética

Z3 tiene soporte integrado para constantes enteras y reales. Estos dos tipos, Int y Real,
representan los enteros y los reales desde el punto de vista matematico. Las férmulas
pueden incluir operadores aritméticos tales como +, - y <. El comando check-sat le in-
dicarad a Z3 que intente encontrar una interpretaciéon para las constantes declaradas que
haga que todas las formulas sean verdaderas. La interpretacion consiste basicamente

en asignar un ntmero a cada constante.

1 (declare-const a Int)
(declare-const b Int)

(declare-const c Int)

=W N

(declare-const d Real)
(declare-const e Real)
(assert (> a (+ b 2)))
(assert (= a (+ (x 2 c) 10)))
(assert (<= (+ ¢ b) 1000))
(assert (>= 4 e))

© 0w N O

10 (check-sat)
11 (get-model)

Para el ejemplo anterior, obtendriamos el siguiente modelo de Z3, donde todas las
variables toman el valor 0 o 0.0, excepto a que toma el valor 10. Las constantes

reales deben contener un punto decimal. A diferencia de la mayoria de los lenguajes de
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programacion, Z3 no convierte automdticamente enteros en reales (y viceversa).'®
1 sat

2 (model

3 (define-fun b () Int 0)

4 (define-fun c¢ () Int 0)

5 (define-fun e () Real 0.0)

6 (define-fun d () Real 0.0)

7 (define-fun a () Int 10)

8 )

2.7.3.4. Aritmética no lineal

Decimos que una férmula no es lineal si contiene expresiones de la forma (* t s), don-
de t y s no son numeros. La aritmética real no lineal es muy cara computacionalmente,
y Z3 no es completo para este tipo de férmulas. El comando check-sat puede devol-
ver unknown o loop. La aritmética de enteros no lineal es indecidible: no hay ningin
procedimiento que sea correcto y que finalice (para cada entrada) con una respuesta
sat o unsat. Nétese que esto no impide que Z3 devuelva una respuesta para muchos
problemas no lineales. El limite real es que siempre habra una férmula aritmética de

enteros no lineal que fallara a la hora de producir una respuesta.

1 (declare-const a Int)

2 (declare-const b Real)

3 (declare-const c¢ Real)

4 (assert (> (x a a) 3))

5 (assert (= (+ (* b b b) (¥ b c)) 3.0))
6 (check-sat)

En este ejemplo, Z3 devuelve la respuesta unknown. No obstante, cuando solo hay
restricciones no lineales sobre reales, Z3 utiliza un solucionador especializado que si
es completo. Si eliminamos la primera restriccién (linea 4) y solicitamos el modelo,

obtenemos el siguiente resultado.

1 sat

2 (model

3 (define-fun b () Real (/ 1.0 8.0))

4 (define-fun ¢ () Real (/ 1535.0 64.0))
5 )

18La funcién to-real puede utilizarse para convertir una expresién entera en una expresién real.
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Para evitar problemas de precision al redondear o trucar ntimeros, Z3 devuelve los
valores reales como expresiones. Para obtener una aproximacion de las expresiones

como resultado, se debe establecer la opciéon (set-option :pp.decimal true).

2.7.3.5. Optimizaciéon

La funcionalidad principal de Z3 es comprobar la satisfacibilidad de férmulas l6gicas
sobre una o mas teorias, y producir modelos para las férmulas satisfacibles. No obstante,
en muchos casos los modelos arbitrarios son insuficientes para aplicaciones que deben
resolver problemas de optimizacién: uno o varios valores deben ser minimos o maximos.

Z3 extiende el estandar SMT-LIB 2.0 para incorporar nuevos comandos que permiten
expresar la optimizacion de objetivos. El comando (maximize t) obliga a check-sat
a producir un modelo que maximice los valores del término t, cuyo tipo debe ser Int,
Real, o BitVec. De forma andloga, (minimize t) se utiliza para minimizar los valores

del término t.

Ejemplo 2.11. Supongamos que queremos resolver un problema tipico de programa-
cién lineal’, donde tenemos una serie de restricciones lineales y una funcién objetivo,

también lineal, que debemos maximizar o minimizar:

minimaizar x +y

sujeto a 20—y <5H
—r+2y <3
r+y>3

Las variables del problema son declaradas en Z3 como constantes mediante el comando
declare-const (lineas 1 y 2). Las restricciones del problema son introducidas como
férmulas 16gicas mediante el comando assert (lineas 3, 4 y 5). La funcién objetivo se
introduce mediante el comando minimize (linea 6). Y, como es usual, para comprobar
la satisfacibilidad de las férmulas y obtener la interpretacién utilizamos los comandos

check-sat y get-model (lineas 7'y 8).

1 (declare-const x Real)

2 (declare-const y Real)

3 (assert (<= (+ (- x) (*x 2 y)) 3))
4 (assert (<= (- (x 2 x) y) 5))

19Campo de la optimizacién matemética dedicado a maximizar o minimizar una funcién lineal.
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5 (assert (>= (+ x y) 3))
6 (minimize (+ x y))

7 (check-sat)

8 (get-model)

Como se puede observar en la grafica, el problema es satisfacible y la soluciéon 6ptima
se encuentra en uno de los puntos extremos de la regién factible (coloreada en azul),
dado que es acotada, no vacia y conforma un poligono convexo. En concreto, el punto
que minimiza la funcién objetivo es (x,y) = (1,2), tal y como indica la interpretacion

proporcionada por Z3.

1 sat

2 (model

3 (define-fun y () Int 2.0)
4 (define-fun x () Int 1.0)



Capitulo 3

Calibrado de programas légicos
difusos en el entorno FLOPER

En esta seccién se introduce, en los términos que recoge nuestra propuesta [41, 42, 54],
una extension simbolica de la programacion logica difusa. En esencia, permitiremos que
las reglas de los programas contengan algunos valores (grados de verdad) y conectivos
indefinidos, para que esos elementos puedan ser calculados automaticamente mas tarde.

En adelante, utilizaremos la abreviatura sFASILL ( “symbolic Fuzzy Aggregators and
Similarity Into a Logic Language”) para referirnos a estos programas. Los objetos

simbolicos se representaran genéricamente como o°.

3.1. El lenguaje sFASILL

Dado un reticulo completo L, consideraremos un lenguaje £; C L) que puede incluir

un conjunto de valores y conectivos simbdlicos que no pertenecen a L.

Definicién 3.1. (Regla sFASILL). Una regla sFASILL es de la forma A < B, donde
A es una formula atémica llamada cabeza y B es una formula bien formada (cons-
truida a partir de formulas atomicas By, Bs, ..., B,, grados de verdad y conectivos—

posiblemente simbdlicos—).

Ejemplo 3.1. El conjunto de reglas II* mostrado a continuacion, la relaciéon de simi-
litud R del Ejemplo 2.7, y el reticulo L del Ejemplo 2.6 forman un programa sFASILL
P = (II°, R, L).

(R, : vanguardist (hydropolis) < v°!.

Ry : elegant(ritz) + 0.8.
II* = ¢ Rs: close(hydropolis, taxi) <+ 0.7.
R, : good hotel(X) + 02 (elegant (X),

Query (close(X,metro)) .

47
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Donde v®! es un grado de verdad simbdlico y @2 es un agregador simbdlico.

3.1.1. Semantica operacional de sFASILL

La semantica operacional de sFASILL se disena de manera analoga a como recoge la
Seccion 2.6.1 para FASILL. En primer lugar, se introduce un paso operativo que, a
diferencia de la programacion légica difusa estandar, devuelve una expresién que puede
contener un conjunto de valores y conectivos (posiblemente simbdlicos). Entonces, un
paso interpretativo evalia los conectivos y produce una respuesta final (posiblemente
con algun valor o conectivo simbdlico).

La seméntica operacional de los programas FASILL y sFASILL estd basada en un
esquema similar. La principal diferencia es que, para programas FASILL, el paso inter-
pretativo siempre devuelve un valor, mientras que para programas sFASILL es posible
obtener una expresion que contenga valores y conectivos simbdlicos que deben ser re-
emplazados por elementos del reticulo para poder computar su valor. Llamaremos a
estas respuestas simbélicas evaluadas tanto como sea posible respuestas computadas

difusas stmbdlicas, o sfca’s para abreviar.

Ejemplo 3.2. Sea P* = (II°, R, L) el programa del Ejemplo 3.1. Es posible realizar
una derivacion con la respuesta computada difusa simbélica (@%2(0.8,0); {X/ritz})
para P* y el objetivo Q = good_hotel (X):

(good_hotel(X);id) ~s
(0% (elegant (X),0Q,,,, (close(X,metro))); {X1/X}) o5
(@52(0.8,0y6ry (close(ritz,metro))); { X1 /ritz, X/ritz}) £
(@32(0.8,0yery (0)); { X1 /ritz, X/ritz}) 13
(@52(0.8,0); { X1 /ritz, X/ritz})

Aparte de esta, existe otra sfca (052(0.6 &goqe1 v®*,0.16); {X/hydropolis}) alternati-
va asociada al mismo objetivo. En la Figura 3.1 se muestra una representacién gréfica

del arbol de derivacion para este objetivo.

3.2. Calibrado de programas simbdlicos

Habitualmente, los programadores tienen en mente un modelo donde los pardmetros
tienen un valor claro. Por ejemplo, el grado de verdad de una regla puede ser deter-
minado estaticamente y su valor puede ser facil de obtener. En otros casos, los grados
y conectivos mas apropiados dependen de nociones subjetivas y los programadores no

saben cémo obtenerlos. En un escenario tipico, disponemos de un conjunto extenso de
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good hotel (X)
{X/x}

#@s2(elegant(V1), @very(close(V1l, metro)))
{X/V1}

&

#@s2((0.6 &godel #s1), @very(close(hydropolis, metro))) #@s2(0.8, @very(close(ritz, metro)))
{X/hydropolis} {X/ritz}

= s

#ds2( (0.6 &godel #s1), @very((0.4 &godel 0.7))) #ds2(0.8, @very(0.0))
{X/hydropolis} {X/ritz}

#@s2( (0.6 &godel #s1), @very(0.4)) #@s2(0.8, 0.8)
{X/hydropolis} {¥/ritz}

#@s2( (0.6 &godel #s1), 0.16000000000000003)
{X/hydropolis}

Figura 3.1: Arbol de derivacién para el Ejemplo 3.2

respuestas computadas esperadas (esto es, casos de prueba), asi que el programador
puede optar por la estrategia de “probar y evaluar”. Desafortunadamente, esta es una
tarea tediosa y que consume tiempo. Actualmente, puede ser incluso una tarea imprac-
ticable cuando el programa debe modelar correctamente un gran niimero de casos de
prueba.

En esta seccion introduciremos una técnica automatica para el calibrado de pro-
gramas 16gicos difusos utilizando programas sFASILL, reproduciendo la propuesta que

se formula en [41].

3.2.1. Sustitucion simbodlica

Dado un reticulo L y un lenguaje simbélico £7, en adelante consideraremos sustitu-

ciones simbdlicas, que son aplicaciones que asocian a valores y conectivos simbdlicos

expresiones sobre X7 U X¢. Las sustituciones simbdlicas son denotadas por ©,T, ...
Dado un programa simbdlico P*® sobre L, denotaremos los valores y conectivos

simbdlicos en P* como Sym(P*). Dada una sustitucién simbdlica © para Sym(P?),
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denotaremos por P?0O el programa resultante al reemplazar cada elemento simbdlico e*
por €© en P*. Trivialmente, P*© es ahora un programa FASILL!, esto es, un programa

sin elementos simbdlicos, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea P* = (II*, L, R) el programa simbélico del Ejemplo 2.8, cuyas
reglas TI° se muestran a continuacion, y sea © = {v*' /0.5, @*?/@Q,,..} una sustitucién

simbolica para P?°.

(R, : vanguardist (hydropolis) < v°i.
Ry : elegant(ritz) +— 0.8.
]:[S

R3: close(hydropolis, taxi) < 0.7.
Ry : good hotel(X) — Quyer (elegant (X)),
@32 (close(X,metro)).

\

Al aplicar la sustitucién © sobre el programa P#, obtenemos un nuevo programa P’ =

(IT', L, R) cuyas reglas I son las siguientes.

(R, : vanguardist(hydropolis) < 0.5.
Ry : elegant(ritz) + 0.8.
H/

R3: close(hydropolis, taxi) < 0.7.
Ry : good_-hotel(X) — Quyer (elegant (X)),

Qyery (close(X,metro)).

3.2.2. Distancia

Con el fin de obtener la sustitucion simbdlica © que minimiza la suma de los errores de
las respuestas computadas difusas frente a un conjunto de casos de prueba, debemos
introducir el concepto de distancia entre dos elementos cualesquiera del reticulo.

Es decir, para calcular la diferencia entre el grado de verdad esperado y el grado
de verdad de una respuesta computada difusa, se hace necesario incluir en el reticulo
asociado al programa simbdlico una nueva operacion que devuelva la distancia entre

ambos elementos. Formalizaremos este concepto mediante la siguiente definicién.

Definicién 3.2. (Distancia). Sea X un conjunto. Se dice que la aplicacion d : X X

X — R define una distancia en X si, para todo x,y € X, se cumple:
a) d(z,y) >0, y ademds d(z,y) =0, si y solo si, x =y,
b) d(x,y) = d(y, ),

c) d(z,z) < d(x,y)+d(y, z) (desigualdad triangular).

IConsideraremos que las sustituciones simbélicas contienen un valor para todos los elementos

simbdlicos del programa sobre el que se aplican.
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Ejemplo 3.4. La distancia mas comun en R es dada por el valor absoluto, es decir,
por d(x,y) = |z — y|, y se denomina distancia usual. Esta es la nocién de distancia
que utilizaremos para el reticulo ([0, 1], <) considerado a lo largo de la memoria. No

obstante, hay infinidad de distancias posibles, como la distancia discreta, definida como

d(z, ) 0 siz=y
r,Y) =
Y 1 siz#vy

En adelante, denotaremos por d(z,y) a la distancia entre dos elementos del reticulo,

cuyo valor en el caso del reticulo ([0, 1], <) serd d(z,y) = |z — y|.

Algoritmo 3.1: Calibrado umbralizado de programas simbdlicos

Entrada: un programa simbélico P® y un nimero de casos de prueba esperados
(Qi; <U27 ‘91>), con i € {1, ey /{Z}
Salida: una sustitucién simbdlica ©

1 considerar un nimero finito de posibles sustituciones simbdlicas para Sym(P?),
denotadas por ©1, O,, ..., ©,,, con n > 0;

2 establecer 7 = +o0;

3 para cada caso de prueba t;, con i € {1,...,k} hacer

4 calcular la sfca (Q%; 6;) de (Q;;id) en P?;

5 fin

6 para cada sustitucion simbolica ©;, con j € {1,...,n} hacer

7 establecer z = 0;

8 para cada caso de prueba t;, con i € {1,...,k} hacer
9 si z > 7 entonces

10 ‘ parar;

11 fin

12 computar (Q;0;;6;) =g (vij;0i);
13 actualizar z = z + d(v; j, v;);

14 fin

15 si z < T entonces

16 actualizar 7 = z;

17 actualizar ©, = ©;;

18 fin

19 fin

20 devolver O, ;
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3.2.3. Algoritmo de calibrado

Por simplicidad, consideraremos unicamente la primera respuesta computada de un
objetivo. Ndtese que esta no es una restriccion significativa, dado que uno puede co-
dificar multiples soluciones en una lista para la que el objetivo principal es siempre
determinista y todas las llamadas no deterministas son ocultadas en la computacién.
Extender el siguiente algoritmo para multiples soluciones no es dificil, pero hace la
formalizacion mas incémoda. Por consiguiente, diremos que un caso de prueba es un
par (@, f) donde @) es un objetivo y f es una respuesta computada difusa.

Como se verd a continuacién, la precision de este algoritmo puede ser parametrizada
dependiendo del conjunto de sustituciones simbdlicas consideradas. Por ejemplo, para
el reticulo del Ejemplo 2.6 se puede considerar iinicamente el conjunto de valores {0.3,
0.5, 0.8} o el conjunto con mas elementos {0.0, 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1.0}; otro tanto ocurre
con los conectivos. Obviamente, cuanto mayor es el dominio de valores y conectivos,
mas preciso sera el resultado, pero mas extensiva sera la busqueda.

La técnica automatica de calibrado detallada en el Algoritmo 3.1 computa primero
las sfca’s de los objetivos de los casos de prueba con el programa simbolico P°. Lue-
go, por cada sustitucion simbdlica, se aplica dicha sustitucion a las sfca’s computadas
anteriormente (obteniendo expresiones sin constantes simbélicas) y tras una serie de
derivaciones interpretativas se obtienen las respuestas computadas difusas de cada ob-
jetivo. El algoritmo descarta una sustitucion simbodlica cuando la suma de los errores
de las respuestas computadas difusas calculadas hasta el momento supera el error de

la mejor sustituciéon simbdlica encontrada.

Running  Tuning

& Test cases

1| 0.3 -> good_hotel(hydropolis).
2| 0.4 -> good_hotel(ritz).
3

Output

Q, symbolic substitution

1 | best symbolic substitution: {#s1/0.4, #@s2/@aver}
2 | deviation: ©.019999999999999962
3 | execution time: 5 milliseconds

Figura 3.2: Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras calibrar un pro-

grama logico difuso
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Ejemplo 3.5. Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo de calibrado, utilizaremos
el programa sFASILL P* del Ejemplo 3.1, tomando {0.3, 0.5, 0.8} como posibles va-
lores del reticulo, {&prod; &godet, &iuka} como posibles conjunciones, {|yrod, |godels |iuka }
como posibles disyunciones y {Qgper, Qperys @geom b como posibles agregadores. El pro-
grama contiene dos elementos simbdlicos distintos: {v*!, @*?}. Por lo tanto, debemos

considerar las siguientes sustituciones simbodlicas a la hora de calibrar P?:

O, = {1°1/0.3,@2/Qpper} Oy = {0°1/0.5,@2 /@yt O = {v°1/0.7,@2/Qyp, )}
Oy = {v°1/0.3,@2/Qyeom} O4 = {0°/0.5,@2/Qpeom} O = {v°/0.7, @2/ Qyeom}

Nétese que aunque el conjunto de agregadores es {Quper, @yery, Qgeom }, €l agregador
@32 recibe dos argumentos en el programa P°. Por lo tanto, teniendo en cuenta la
aridad, el agregador 1-ario @,.,, no puede ser aplicado en lugar de @*2. Ademds de las
sustituciones simbodlicas, necesitamos definir un conjunto de casos de prueba. En este

ejemplo, consideraremos los siguientes casos de prueba:

t; = (good_hotel (hydropolis), (0.3;id))
to = (good_hotel(ritz), (0.4;id))

Es decir, queremos conocer la mejor sustitucién simbélica para minimizar el error del
objetivo good_hotel (X), esperando obtener el grado de verdad 0.3 para hydropolis
y el grado de verdad 0.4 para ritz.

Para calibrar este programa, primero debemos ejecutar el objetivo de los casos de

prueba, obteniendo las siguientes respuestas computadas difusas simbdlicas:

Q) (02((0.6 &goaer V1), 0.16);{})
Q,: (€2(0.8, 0.0);{})

A partir de estas sfca’s aplicamos las sustituciones simbdlicas ©; a Q) y @5, con i €
{1,...,6}, y computamos las derivaciones interpretativas necesarias. En la Tabla 3.1
se muestran remarcadas con un asterisco (*) las fca’s podadas, donde las columnas

hydropolis y ritz contienes las fca’s obtenidas junto al error cometido.

Tabla 3.1: Resumen de pesos al calibrar el programa del Ejemplo 3.5

vt | @2 | © | hydropolis ritz 2z
0.3 Quper | ©1 1023 10.07( 04 | 0.0 0.07
Qgeom | ©2 | 0.22 | 0.08 | 0.0" | 0.4" | 0.48"
0.5 Quper | ©3 1033 10.03| 04 | 0.0 0.03
Qpeom | ©1 | 0.28 [ 0.02 | 0.0 | 0.4 | 0.42°
07 Quper | ©5 1 0.38 1 0.08 | 0.4* | 0.0* | 0.48*
Qgeom | O | 0.31 | 0.01 | 0.0 | 0.4 | 0.41°
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Tal y como se observa en el Tabla 3.1, la mejor sustitucién simbédlica encontrada es
O3 = {v°1/0.5, @2 /@, } con una desviacién de 0.03 con respecto a los casos de prueba
introducidos. Si aplicamos esta sustitucion simbélica al programa inicial y ejecutamos el
objetivo good_hotel (X), obtenemos las fca’s (0.33; { X/hydropolis}) y (0.4; {X/ritz}).
Con esta precision de los grados de verdad, no ha sido posible reducir la desviacion al
maximo. En la Figura 3.2 se muestra la herramienta FASILL online tras calibrar este

programa.



Capitulo 4

Calibrado de programas légicos

difusos en solucionadores SMT

En esta seccién se presenta la principal aportacién del presente trabajo, introduciendo
el nuevo algoritmo de calibrado de programas logicos difusos basado en el uso de
solucionadores SMT, y se detalla su implementacion en el entorno FLOPER junto con
la herramienta Z3.

Al igual que en el algoritmo original de calibrado introducido en la Seccién 3.2,
consideraremos unicamente la primera respuesta computada de un objetivo. No obs-
tante, a diferencia del algoritmo anterior, donde hay que discretizar los elementos del
reticulo cuando este es infinito (como es el caso del reticulo unitario), en Z3 esto no
es necesario, ya que no buscara el modelo éptimo realizando una bisqueda exhaustiva

entre todas las posibles combinaciones.

4.1. Traduccion entre Prolog y SMT-LIB

El primer paso para calibrar programas logicos difusos mediante Z3 es comunicar el
entorno FLOPER, encargado de obtener las respuestas computadas difusas simbdlicas a
partir de un conjunto de casos de prueba, con el solucionador Z3, encargado de buscar
un modelo que minimice la desviacién de estas respuestas simbdlicas respecto a los
valores esperados de los casos de prueba.

Dado que Z3 no cuenta con una interfaz para Prolog, se hace necesario traducir
las L*-expresiones de sFASILL y los reticulos expresados en Prolog al lenguaje SMT-
LIB, con el fin de poder ejecutar el proceso de calibrado como un guiéon de Z3. Del
mismo modo, la salida del solucionador Z3 en lenguaje SMT-LIB debe ser analizada y
traducida nuevamente a Prolog para poder ser manipulada por el entorno FLOPER.

Como resultado de este trabajo se ha desarrollado y publicado un paquete para

el intérprete SWI-Prolog, disponible en la URL http://www.swi-prolog.org/pack/

25


http://www.swi-prolog.org/pack/list?p=smtlib
http://www.swi-prolog.org/pack/list?p=smtlib
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list?p=smtlib y cuyo cédigo fuente se puede encontrar en el siguiente repositorio de
GitHub: https://github.com/jariazavalverde/prolog-smtlib. Este paquete cuen-
ta con un tnico médulo Prolog con predicados para leer y escribir expresiones, guiones,
declaraciones de légicas y declaraciones de teorias en SMT-LIB. Este médulo ha sido

implementado utilizando gramaticas de clausulas definidas.

Una gramdtica de cliusulas definidas (DCG) representa una gramética como un
conjunto de cldusulas definidas en una légica de primer orden [21]. La notacién de
DCG es simplemente aziicar sintactico’ para las cldusulas definidas normalmente en
Prolog. Una gramatica en Prolog se define mediante reglas de la forma Cabeza -->
Cuerpo, que son internamente traducidas a clausulas Prolog estandar. El cuerpo de
una regla puede contener terminales y no terminales. Un terminal es una lista, que
representa los elementos que contiene. Un no terminal se refiere a otra construcciéon de
la gramatica, que representa los elementos que ella misma describe. En el Ejemplo 4.1

se muestran las reglas implementadas para analizar uno de los componentes léxicos de

SMT-LIB.

Ejemplo 4.1. Tal y como se describe en el la Seccién 2.7.2, un componente léxico de
la categoria numeral en SMT-LIB es el caracter 0 o una secuencia no vacia de digitos

empezando por un caracter distinto de 0.

=

digits ([XIXs]) --> [X],
2 {char_code (X, C), C >= 48, C =< 57}, !,

3 digits (Xs).

4 digits([]) --> [].

5

6 numeral (numeral (Y)) -->

7 digits ([X[Xs]),

8 {(Xs = [1 ; X \=0"),

9 number_chars (Y, [X|Xs])
10 }, whitespaces.

La primera regla de produccién (linea 1) lee un cardcter, comprueba que es un digito
entre 0 y 9 (Iinea 2) y lee los siguientes digitos (Iinea 3). La segunda regla de produccién
(linea 4) permite leer una secuencia vacia de digitos cuando la primera regla falla. La
tercera regla de produccién (linea 6) lee una secuencia de digitos mediante las anteriores
reglas (linea 7), y comprueba si la secuencia es de un tnico digito o si comienza por un

digito distinto de 0, devolviendo un numeral.

1Una construccién en un lenguaje de programacién es llamada azicar sintdctico si esta puede ser

eliminada del lenguaje sin ningun efecto en la potencia del mismo.


http://www.swi-prolog.org/pack/list?p=smtlib
http://www.swi-prolog.org/pack/list?p=smtlib
https://github.com/jariazavalverde/prolog-smtlib
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4.2. Traduccion de reticulos Prolog a SMT-LIB

En el entorno FLOPER, los reticulos de grados de verdad se modelan como se describe
a continuacion. Todas las componentes relevantes de un reticulo pueden ser codificadas
como un programa Prolog que debe contenter la definicion de un conjunto minimo de
predicados describiendo los elementos vélidos del reticulo (con una mencién especial
a los elementos supremo e infimo), el orden total o parcial entre los elementos, y el

repertorio de conectivas difusas.

= member/1 es cierto cuando es llamado con un término que representa un grado

de verdad valido.

s members/1 devuelve una lista con todos los elementos del reticulo. Si el reticulo

es infinito, devuelve una lista de elementos representativos.

= bot/1y top/1 devuelven el elemento infimo y supremo del reticulo, respectiva-

mente.

» leq/2 modela la relaciéon de orden entre todos los posibles pares de grados de

verdad, y se satisface cuando el primer argumento es menor o igual al segundo.

» Dado un conjunto de conectivas de la forma &;jupe1 (conjuncion), |iapez (dis-
yuncién) o @Qpe3 (agregador) con aridades ny, ny y ng respectivamente, de-
bemos proporcionar clausulas que definan los predicados and_labell/(n;+1),
or_label2/(ny+1) y agr_label3/(nz+1), donde el parametro adicional de cada
predicado contiene el resultado de evaluar dicha conectiva con los pardmetros

anteriores.

= Opcionalmente, es posible establecer la t-norma y la t-conorma por defecto me-
diante los predicados tnorm/1 y tconorm/1, respectivamente. El entorno utilizara
las conectivas indicadas por este predicado cuando no se especifique una etiqueta

en las conjunciones y disyunciones de las reglas.

En el Apéndice A.1 puede encontrarse una descripcién de la implementacion de cada
uno de los reticulos utilizados en esta memoria junto a su cédigo Prolog.

Para poder evaluar las L®-expresiones en el solucionador Z3, debemos traducir todas
las conectivas al lenguaje SMT-LIB. Por ejemplo, la disyuncién de la logica del producto

descrita en la Figura 2.2 se expresa en SMT-LIB de la siguiente forma:

1 (define-fun lat'or!prod!2 ((x Real) (y Real)) Real
2 (- (+ xy) (*x x y)))
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Los posibles valores de los grados de verdad simbdlicos vendran determinados por el
sistema de tipos de Z3, por lo que no sera obligatorio traducir el predicado member/1 a
menos que sea necesario restringir su dominio. Por ejemplo, los elementos del reticulo
l6gico { false,true} se corresponden exactamente con los datos del tipo Bool en SMT-
LIB. No obstante, en el caso del reticulo unitario ([0, 1], <), el tipo de dato es Real pero
los grados de verdad estédn acotados en el intervalo [0, 1], por lo que se hace necesario

incluir la siguiente funcién del reticulo en el guién de Z3:

1 (define-fun lat!member ((x Real)) Bool
2 (and (<= 0.0 x) (<= x 1.0)))

La funcién lat!member recibe un elemento con el tipo de dato de los grados de verdad
del reticulo en cuestion, y devuelve un valor légico indicando si el elemento pertenece
o no al reticulo. Por otra parte, también es necesario traducir la funcion de distancia,
que tomara dos grados de verdad y devolvera un dato del tipo Real. Por ejemplo, en
el reticulo unitario, la nociéon de distancia usual se expresa en SMT-LIB de la siguiente

forma:

1 (define-fun lat!distance ((x Real) (y Real)) Real
2 (abs (- y x)))

Este proceso de traduccién debe ser realizado manualmente para cada reticulo. En el
Apéndice A.2 se encuentra el codigo completo de los reticulos en SMT-LIB utilizados

en esta memoria.

4.3. Implementacion del calibrado basado en SMT

Una vez traducidos los reticulos a SMT-LIB, el resto del proceso de traduccién y ca-
librado se realiza de forma automatica en el entorno FLOPER. Nétese que la idea de
este nuevo método de calibrado es la misma que la mostrada en el Algoritmo 3.1, con
la diferencia de que sera la herramienta Z3 quien realice la busqueda, al expresar el
calibrado como un problema de optimizacién. En adelante, describiremos los predica-
dos que se han implementado en un nuevo moédulo Prolog del lenguaje FASILL llamado
tuning smt, que se ha creado para tal fin.

El proceso de calibrado se ejecuta consultando el predicado tuning_smt/4, el inico
predicado que exporta el médulo tuning smt. Este predicado recibe un atomo que
representa el tipo de dato de los grados de verdad (Bool, Real, etcétera) y un dtomo
que representa la ruta al fichero que contiene el reticulo en SMT-LIB; y devuelve la
mejor sustitucion y el error absoluto cometido con respecto a los casos de prueba. Mas

concretamente, este predicado se encarga de:
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. Recoger todas las constantes simbodlicas contenidas en los casos de prueba que

estén cargados en el entorno, mediante el predicado findall_symbolic_cons/1

perteneciente al modulo tuning.

. Declarar todas las constantes simbdlicas en formato SMT-LIB mediante el predi-

cado tuning_smt_decl_const/3 y restringir su dominio si es necesario.

. Ejecutar y traducir los casos de prueba al formato SMT-LIB mediante el predicado

tuning smt minimize/1, y terminar de componer todos los comandos necesarios

del guién de Z3.

. Escribir el guién de Z3 mediante el predicado smtlib write to file/2 de la li-

breria smt1ib, invocando al proceso de Z3 por linea de comandos, para finalmente
analizar la salida mediante el predicado tuning smt_read expressions/2 de la

libreria smt1lib y obtener asi la sustitucién y la desviacién en formato Prolog.

1 tuning_smt (Domain, LatFile, Substitution, Deviation) :-

(S, B N M)

i =

0]

10

11

12

13

14

15

smtlib_read_script(LatFile, list(Lattice)),
findall_symbolic_cons (Cons),
tuning_smt_decl_const (Domain, Cons, Declarations),
(member ([reserved(’define-fun’), symbol(’lat!member’)|_],
Lattice) ->
tuning_smt_members (Cons, Members);
Members = []),
tuning_smt_minimize (Minimize),
tuning_theory_options (Domain, TheoryOpts),
GetModel = [[reserved(’check-sat’)], [reserved(’get-model
)11,
append ([Lattice, Declarations, Members, Minimize,
TheoryOpts, GetModel], Script),
smtlib_write_to_file(’.tuning.smt2’, list(Script)),
shell (’z3 -smt2 .tuning.smt2 > .result.tuning.smt2’, _),
smtlib_read_expressions(’.result.tuning.smt2’, Z3answer),

tuning_smt_answer (Z3answer , Substitution, Deviation).

El predicado tuning smt_decl _const/3 recibe el tipo de dato ¢t de los grados de verdad

y una lista de constantes simbdlicas, y por cada constante simbolica declara una variable

en formato SMT-LIB con el tipo String si se trata de una conectiva simbdlica, o con

el tipo t correspondiente si se trata de un grado de verdad simbdlico; y devuelve una

lista con todas las declaraciones.

1 tuning_smt_decl_const(_, [], [[reserved(’declare-const’),

symbol (’deviation!’), symbol(’Real’)]]) :- !.
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2 tuning_smt_decl_const (Domain, [X|Xs], [Y[|Ys]) :- !,

w

tuning_smt_decl_const (Domain, X, Y),

S~

tuning_smt_decl_const (Domain, Xs, Ys).

5 tuning_smt_decl_const (Domain, sym(td,Name,0), [reserved(’
declare-const’), symbol(Sym), symbol(Domain)]) :- !,

6 atom_concat (’sym!td!0!’, Name, Sym).

7 tuning_smt_decl_const(_, sym(Type,Name,Arity), [reserved(’

declare-const’), symbol(Sym), symbol(’String’)]) :- !,
8 atom_number (Arity_, Arity),
9 atom_concat (’sym!’, Type, LatType),
10 atom_concat (LatType, ’!’, LatType_),
11 atom_concat (LatType_, Arity_, LatTypeArity),
12 atom_concat (LatTypeArity, ’!’, LatTypeArity_),
13 atom_concat (LatTypeArity_, Name, Sym).

Por cada grado de verdad simbdlico v*, ademads, se anade al guién un aserto de la forma
(assert (lat!member v)) sila funcién member esta definida, para restringir su domi-
nio. Del mismo modo, para cada conectiva simbélica ¢° se anade un aserto de la forma
(assert (dom!sym!type!n ¢)), donde type representa el tipo de conectiva (and, or
0 agr) y n representa su aridad. Estas funciones especifican las posibles conectivas por
las que se pueden sustituir las conectivas simbolicas. Por ejemplo, en el caso de las

conjunciones simbélicas (con aridad 2) en el reticulo unitario:

1 (define-fun dom!sym!and!2 ((s String)) Bool

2 (or

3 (= s "and_godel")
4 (= s "and_luka")

5 (= s "and_prod")))

El predicado tuning smt members/2 se encarga de generar estas declaraciones, re-
cibiendo una lista de constantes simbodlicas y devolviendo una lista que contiene el

comando necesario en formato SMT-LIB para cada una de ellas:

1 tuning_smt_members ([], []) :- !.

2 tuning_smt_members ([sym(td,Name ,0) | Cons], [[reserved(’assert’
), [symbol(’lat!member’), symbol(Sym)]]|Members]) :- !,

3 atom_concat(’sym!td!0!’, Name, Sym),

4 tuning_smt_members (Cons, Members).

5 tuning_smt_members ([sym(Type,Name,Arity) |Cons], [[reserved(’
assert’), [symbol(Dom), symbol(Sym)]]|Members]) :- !,

6 atom_concat (’sym!’, Type, SymType),

7 atom_concat (SymType, ’!’, SymType_),

8 atom_number (Arity_, Arity),
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9 atom_concat (SymType_, Arity_, SymTypeArity),
10 atom_concat(’dom!’, SymTypeArity, Dom),

11 atom_concat (SymTypeArity, ’!’, SymTypeArity_),
12 atom_concat (SymTypeArity_, Name, Sym),

13 tuning_smt_members (Cons, Members).

Las L®-expresiones son trivialmente traducidas, almacenando en una variable llamada
deviation! la suma de las distancias entre las sfca’s y los valores de verdad esperados,

minimizando entonces dicha variable en Z3, de la siguiente forma:

1 (assert

2 (= deviation!

3 (+

4 (lat!distance td_1 expr_1)

5 (lat!distance td_2 expr_2)

6

7 (lat!distance td_n expr_n))))
8

9 (minimize deviation!)

10 (check-sat)

11 (get-model)

El predicado tuning smt minimize/1 genera los comandos SMT-LIB necesarios pa-
ra calcular el valor de la variable deviation!—la variable objetivo a minimizar—
teniendo en cuenta los casos de prueba que se hayan introducido anteriormente en el
entorno. FASILL almacena los casos de prueba como clausulas del predicado dindmico
fasill testcase/2. Por cada caso de prueba, el predicado tuning smt minimize/1
obtiene la primera sfca correspondiente mediante el predicado query/2 del médulo

semantics, y la traduce a SMT-LIB mediante el predicado sfca to_smtlib/2.

1 tuning_smt_minimize ([Assert, Minimize]) :-

2 findall ([symbol(’lat!distance’), TD_, SMT], (

3 fasill_testcase(TD, Goal),

4 (query (Goal, state(SFCA, _)) -> true ;
lattice_call_bot (SFCA)),

5 sfca_to_smtlib(TD, TD_),

6 sfca_to_smtlib(SFCA, SMT)

7 ), Distances),

8 Assert = [reserved(assert), [symbol(=), symbol(’deviation

1’), [symbol (+)|Distances]]],

9 Minimize = [reserved(minimize), symbol(’deviation!’)].
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Ejemplo 4.2. Nuevamente, utilizaremos el programa P* del Ejemplo 3.1 con dos
constantes simbdlicas {v®!, @2} para ilustrar el proceso de calibrado con Z3, con los

mismos casos de prueba utilizados en el calibrado del Ejemplo 3.5:

t; = (good_hotel (hydropolis), (0.3;id)) @} :(@2((0.6 &goaer V=1, 0.16);{})
to = (good_hotel(ritz), (0.4;1id)) Q) : (€2(0.8, 0.0);{})

Las constantes simbdlicas contenidas en las sfca’s Q) y @), son declaradas en el guién de
Z3, estableciendo sus posibles valores mediante las funciones del reticulo lat!member

y dom!sym!agr!2:

1 (declare-const deviation! Real)

2 (declare-const sym!td!0!sl Real)

3 (declare-const sym'agr!2!s2 String)
4 (assert

5 (lat !member sym!td!0!sl))

=]

(assert

EN|

(dom!sym!agr!2 sym!agr!2!s2))

La variable deviation! almacena el sumatorio de la distancia de cada respuesta
computada difusa simbdlica con su valor esperado, es decir, la distancia entre @] y

0.3 mas la distancia entre @), y 0.4:

1 (assert (= deviation! (+

2 (lat!distance 0.3
3 (call!sym!agr!2 sym'agr!2!s2
4 (lat'!and!godel!2 0.6 sym!td!0!sl) 0.17))

(lat!distance 0.4 (call!sym'agr!2 sym'agr!2!s2 0.8 0)))))

N o w;

(minimize deviation!)

8 (set-option :pp.decimal true)
9 (check-sat)

10 (get-model)

Anadiendo todos estos comandos junto a la definicién del reticulo unitario en SMT-LIB,

obtenemos la siguiente salida tras ejecutar el guiéon en Z3:

1 sat

2 (model

3 (define-fun sym!td!0!sl () Real

4 0.43)

(define-fun deviation! () Real
0.0)

(define-fun sym'agr!2!s2 () String

(3]

=]

EN|
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8 "agr_aver"))

Tal y como se observa en la salida de Z3, la mejor sustitucion simbdlica es © =
{v1/0.43,@% /@, } con una desviacién de 0.0 con respecto a los casos de prueba
introducidos. Si aplicamos esta sustitucion simbdlica al programa inicial y ejecutamos
el objetivo good_hotel (X), obtenemos exactamente las respuestas computadas difusas
esperadas (0.3;{X/hydropolis}) y (0.4;{X/ritz}). En la Figura 4.1 se muestra el

entorno FASILL online tras calibrar el programa de este ejemplo mediante Z3.

4.4. Herramienta online para el calibrado con Z3

Tal y como se describe en la Seccion 2.6.2, el entorno FASILL cuenta con una aplicacion
online que en la actualidad permite ejecutar, desplegar [39, 40, 43] y calibrar [41, 42]
programas logicos difusos simbdlicos. Aqui, nos proponemos incorporar la nueva técnica
de calibrado con Z3.

Tras la zona de entrada del programa (véase la Figura 2.5), el usuario puede escoger
entre la pestana de ejecuciéon mostrada en la Figura 2.6 para lanzar un objetivo, o la
pestana de calibrado, que se muestra en la Figura 4.1. La zona de calibrado cuenta
con un campo de texto para introducir los casos de prueba, y con un menu desple-
gable para seleccionar el algoritmo de calibrado, donde hasta el momento tinicamente
estaba disponible la opcion “FASILL — Thresholded method”, que se corresponde con

el algoritmo descrito en la Secciéon 3.2. La salida del calibrado estd formada por un

Running  Tuning

& Test cases

1| 0.3 -> good hotel(hydropolis).
2 0.4 -> good hotel(ritz).
3

Output

Q, Symbolic substitution

1 | best symbolic substitution: {#s1/0.43, #@s2/@aver}
2 | deviation: 0.0
3 | execution time: 43 milliseconds

Figura 4.1: Captura de pantalla de la herramienta FASILL online tras calibrar un pro-

grama logico difuso con Z3
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unico campo de texto que muestra la mejor sustitucion simbdlica encontrada, junto a
su desviacion con respecto a los casos de prueba, y el tiempo de ejecucion del proceso
de calibrado (en milisegundos). Nétese que aunque en el Ejemplo 4.2 hemos mostrado
la salida del solucionador Z3 (en formato SMT-LIB) como resultado del calibrado, en
realidad FASILL analiza dicha salida y ofrece una respuesta con el mismo formato que
el propio calibrado de FASILL, por lo que es imperceptible para el usuario final.

Dado que el proceso de calibrado con Z3 requiere que el reticulo utilizado sea
traducido manualmente a SMT-LIB, se ha introducido una nueva opcién de calibrado
con SMT en el ment desplegable por cada posible reticulo. Por el momento, hemos

adaptado la técnica a los siguientes reticulos en el entorno online:

n “SMT — Boolean lattice”
n “SMT — Real lattice”

n “SMT — Unit lattice”

Para comunicar la interfaz web con FASILL, se realiza una peticién asincrona con JavaS-
cript? a una pagina PHP? del servidor, enviando todos los datos necesarios: el programa,
el reticulo, las ecuaciones de similitud, los casos de prueba, etcétera. Esta pagina recoge
estos datos y los almacena en ficheros temporales en el servidor, y se encarga de ejecu-
tar el intérprete SWI-Prolog cargando los paquetes de FASILL e invocando al predicado
que inicia el proceso de calibrado. FASILL proporciona una respuesta en formato de
texto plano por la salida estandar, que es imprimida por el servidor, y que es recogida
como respuesta de la llamada asincrona con JavaScript. Este proceso es similar para
cada una de las acciones realizadas en la herramienta online, ya sea ejecutar, desplegar

o calibrar programas.

2 JavaScript es un lenguaje de programacién interpretado que permite interactuar con las paginas

web en el lado del cliente.
3PHP es un lenguaje de programacién de propésito general de cédigo del lado del servidor origi-

nalmente disenado para el desarrollo web.



Capitulo 5
Casos de uso del calibrado

En esta seccion se presentan una serie de casos de uso o aplicaciones del calibrado de
programas légicos difusos, que relacionan estas técnicas de calibrado con otros campos
de aplicacion, como el aprendizaje automatico o la web semantica. Utilizaremos estos
ejemplos para mostrar las principales ventajas del nuevo algoritmo de calibrado en Z3

con respecto al algoritmo de calibrado del entorno FLOPER.

5.1. Equivalencia de circuitos combinacionales

5.1.1. Descripcion

Un circuito combinacional es un circuito formado por funciones légicas elementales,
que tiene un determinado numero de entradas y salidas, y donde las salidas depen-
den unicamente de la combinacién de sus entradas. En la Figura 5.2 se muestran dos
circuitos combinacionales con cuatro entradas (xo, z1, 9, x3) y dos salidas (yo, y1).

El problema de verificar la equivalencia de dos circuitos combinacionales es de vital
importancia en el campo de la verificacion de circuitos digitales. Como consecuencia,
han surgido numerosos enfoques para solucionar este problema [35]. Aqui, proponemos
un método basado en satisfacibilidad, expresando el problema como un programa légico
del cual se obtendra la equivalencia mediante el calibrado de un objetivo.

Sean C'4 y Cp dos circuitos combinacionales, ambos con n entradas x1,...,x, ¥
ambos con m salidas, C'4 con salidas y1, ...,y y Cp con salidas wy, . .., w,,. La funcién
implementada por cada uno de los circuitos se define como sigue: f4 : {0,1}"* — {0, 1}™,
y fB:4{0,1}" = {0,1}". Sea = € {0,1}", y definamos fa(z) = (fa1(x),..., fam(x))
v [e(x) = (fp1(z),..., fem(z)). Ambos circuitos no son equivalentes si se satisface la

siguiente condicién:
dr € {07 1}n7 di e [].,m], fA,i(x) 7& fB,i(x)

que puede ser expresada como el siguiente problema de satisfacibilidad, representado

65
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en la Figura 5.1 como un circuito combinacional (conocido como miter) [34]:

\ (failz) @ fpi(x)) =1 (5.1)

i=1
A partir de estos resultados, es facil codificar en forma normal clausal el problema de

verificar la equivalencia de dos circuitos combinacionales y, por lo tanto, es susceptible

de ser implementado y calibrado como un programa logico.

Ty --- Ty
%
Circuito A | : —) >—
Ym
wq
Circuito B | : —) >

W

Figura 5.1: Circuito de comprobacién de equivalencia (miter)

5.1.2. Implementacion

Expresaremos cada uno de los circuitos combinacionales en FASILL como predicados
de aridad 2, donde el primer argumento es una lista que contiene las entradas, y el
segundo argumento es una lista que contiene las salidas.

El predicado incorporado truth degree/2 de FASILL nos permite evaluar un obje-

tivo y obtener el grado de verdad asociado a este como un término del lenguaje.

Ejemplo 5.1. A continuacién se muestra una posible codificacién de los circuitos

representados en la Figura 5.2 como los predicados a/2 y b/2 en el lenguaje FASILL:

1 a([X0,X1,X2,X3], [Y0O,Y1]) :-

2 truth_degree (

3 @not (’&’ (X0,

4 @not (&’ (

5 @not (&’ (X1,X2)),
6 @not (’&’ (X2,X3))

7 ))
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8 ))

9 , Y0,

10 truth_degree (@not (’&°’(X2,X3)), Y1).
11

12 b([X0,X1,X2,X3], [Y0,Y1]) :-

13 truth_degree(

14 @not (’ &’ (X0,

15 ¢

16 g’ (X1,X2),

17 Y&’ (X2,X3)

18 )

19 ))

20 , YO),

21 truth_degree (@not (’&’ (’&’(X2,X3),X3)), Y1).

Ahora podemos comprobar la salida de estos circuitos ante determinadas entradas. Por
ejemplo, para la asignacién (0,1,1,1), el objetivo Xs = [false,true,true,true],
a(Xs,Ys), b(Xs, Ws) devuelve la respuesta computada difusa (true; {Y;/[true, true],
W/ [true, true]}). Ademds, podemos pasar constantes simbdlicas como entradas a los

circuitos, y obtener las L°-expresiones correspondientes en forma de términos. Por ejem-

Tog T1 T2 T3

|

Yo

D= Ui

Ty T1 T2 X3

|

Yo

Yy

e

Figura 5.2: Dos circuitos combinacionales implementando la misma funcién
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plo, para la asignacién simbdlica (zo, 1, T2, 23), €l objetivo a([#x0, #x1, #x2, #x3],
Ys) devuelve la respuesta computada difusa (true; {Ys/[@,("&"(#x0, Qpot (&' (Qp0r(
/&/(#xla #@)); @not(/&/(#x% #Is)))))), @not('&/(#xza #Is))]}>

Para comprobar la equivalencia entre dos circuitos, codificaremos el circuito de equi-
valencia representado en la figura 5.1. El predicado miter/3 toma dos circuitos (dos
atomos que representan el nombre de los predicados de cada circuito) y una lista de
entradas, y comprueba si alguna de las salidas de ambos circuitos es distinta para la
entrada proporcionada. Este predicado se evalia con grado de verdad false cuando
todas las salidas son iguales ante la entrada proporcionada, o con grado de verdad true
en cualquier otro caso.

El predicado incorporado call/n de FASILL permite invocar un predicado, espe-
cificado por el primer argumento, siendo los pardmetros de este predicado el resto de
argumentos. El predicado zip_xor/2 toma dos listas y devuelve una lista combinando
elemento a elemento las dos primeras con el término @,,.. El predicado fold_or/2
toma una lista y la reduce a un tnico término en forma de disyunciéon, tomando false

como valor inicial.

1 zip_xor ([1,[1,0]1).

2 zip_xor ([X|Xs],[YlYs],[@xor(X,Y)I|Zs]) :- zip_xor(Xs,Y¥s,Zs).
3

4 fold_or([],false).

5 fold_or ([X|Xs],’|’(X,Ys)) :- fold_or(Xs,Ys).
6

7 miter(Ca,Cb,Xs) :-

8 call(Ca,Xs,Ys),

9 call(Cb,Xs,Ws),

10 zip_xor (Ys,Ws,XO0R),

11 fold_or (X0R,0R),

12 OR.

Ejemplo 5.2. Con el predicado miter/3 podemos comprobar si los circuitos imple-
mentados en el Ejemplo 5.1 proporcionan alguna salida distinta ante una entrada de-
terminada. Si lanzamos el objetivo miter(a, b, [false, true, true, true]) ob-
tenemos la respuesta computada difusa (false;{}), es decir, todas las salidas de ambos
circuitos son idénticas ante la entrada (0,1,1,1).

Noétese que, si evaluamos este predicado con una entrada simbdlica, ahora obtendre-
mos una respuesta computada difusa simbdlica, ya que miter/3 se evaliia con el grado
de verdad que representa el término devuelto como disyuncién de todas las disyunciones
exclusivas de las salidas de ambos circuitos. Por ejemplo, para el objetivo miter(a, b,
[#x0,#x1,#x2,#x3]), obtenemos la sfca (*&’ (true, &’ (true, &’ (true,’&’ (true,
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7|7 (@xor(Gnot (’ &’ (#x1, @Gnot(’&’ (Gnot (’&’ (#x2, #x3)), Onot (&’ (#x3, #x4)
))))), Gnot(’&’ (#x1, |’ (&’ (#x2,#x3), &’ (#x3,#x4))))), ’ |’ (@xor(@not(
& (#x3,#x4)) ,6not (&’ (*&’ (#x3,#x4) ,#x4))) ,false))))));{}). Se observa que
ahora la L°-expresién forma parte del grado de verdad de la respuesta computada, en

lugar de formar parte de la sustitucion.

Una vez implementado el predicado miter/3, es facil detectar la equivalencia entre dos
circuitos cualesquiera mediante el calibrado de programas. Para ello, s6lo es necesario

un caso de prueba de la forma:
true -> miter(C,, Cg, [#x,, ..., #x,]1).

Este caso de prueba le indica al sistema que queremos encontrar una combinacién de
entradas (1, ..., x,,) para los circuitos C'4 y Cp tal que la salida del predicado miter/3
sea true, es decir, tal que alguna de las salidas y; de ambos circuitos sea distinta. Si
los circuitos son equivalentes, el sistema no sera capaz de encontrar tal asignacién de
valores, y devolvera una sustitucién simbodlica arbitraria con una desviacion de 1.0
(puesto que habrd fallado con el tinico caso de prueba que hemos introducido, que sera
evaluado a false). En caso contrario, devolverd una sustitucién simbdlica para la que

alguna de las salidas es distinta en ambos circuitos, con una desviacién de 0.0.

Ejemplo 5.3. Comprobemos la equivalencia de los circuitos mostrados en la Figura
5.2. Para ello, lanzamos el proceso de calibrado con el programa del Ejemplo 5.1 y con

el siguiente caso de prueba:

1 true -> miter(a, b, [#x0, #x1, #x2, #x3]).

El entorno FASILL proporciona la siguiente salida, que demuestra que los circuitos son

equivalentes, ya que la desviacion de la sustitucion simbolica encontrada es de 1.0:

1 substitution: {#x0/false,#x1/false ,#x2/false ,#x3/false}

2 deviation: 1.0

Ejemplo 5.4. Introduzcamos ahora un tercer circuito combinacional, C¢, no equiva-

lente a los dos anteriores, representado en FASILL por el siguiente predicado c/2:

1 c([X0,X1,X2,X3], [Y0o,Y1]) :-
2 truth_degree (@not (’&’ (X0,X1)), YO0),
3 truth_degree (@not (|’ (X2,X3)), Y1).

Lanzamos ahora el proceso de calibrado para comprobar la equivalencia de los cir-
cuitos a/2 y ¢/2. En este caso, el sistema encuentra una combinacion de las entradas,
(0,0,0,1), para la que ambos circuitos producen salidas diferentes, ya que la desviacién
es de 0.0:
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Tabla 5.1: Tabla de verdad de los circuitos combinacionales C'y, Cg y Co

Entradas Cy Ch Ce
To L1 L2 X3 | Yo Y1 | Wo W1 | Vo U1
o 0 o0 O0]1 1|1 171 1
o o o0 1,1 17]1 1 (1 0
0O 0 1 o1 1|1 1 (1 0
o o0 1 1,1 07]1 0|1 O
o 1 0 o1 171 111 1
O 1 0 11 1|1 1 (1 0
O 1 1 o1 1|1 1 (1 0
O 1 1 11 0]1 01 O
1 0 0 o001 1|1 111 1
1 0 0 1]1 1]1 1 (1 0
1 0 1 0|1 111 1 (1 0
10 1 10 OO0 O1 O
1 1 0 0|1 1|1 110 1
11 0 1]1 1]1 1170 0
1 1 1 0|0 10 1170 0
11 1 10 OO0 O[O0 O

1 substitution: {#x0/false,#x1/false ,#x2/false,#x3/truel

2 deviation: 0.0

Para esta combinacién, el circuito a/2 produce las salidas (1, 1), mientras que el circuito

c/2 produce las salidas (1, 0).

En la Tabla 5.1 se muestran todas las combinaciones posibles de entrada para los tres
circuitos combinacionales ejemplificados, a, b y ¢, junto a sus salidas. En esta tabla se
observa que, efectivamente, los circuitos a y b son equivalentes entre si, pero el circuito
c produce salidas distintas para varias de las combinaciones de entrada (entre ellas las

que arroja el sistema de calibrado de FASILL).

5.1.3. Resultados experimentales

En la Tabla 5.2 se resumen las medias de los tiempos de ejecucién® del algoritmo de
calibrado, en milisegundos, al comprobar la equivalencia de diversos circuitos combi-

nacionales variando el nimero de entradas de los mismos.

ICada celda contiene la media tras 100 ejecuciones utilizando un ordenador de sobremesa equipado
con un procesador AMD Opteron™ @ 1593 MHz y 2.00 GB RAM.
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Tabla 5.2: Tiempo de ejecucién (en milisegundos) del algoritmo de calibrado en FA-

SILL y Z3 para la equivalencia de circuitos combinacionales en funcién del nimero de

entradas
# Entradas | FASILL Z3
4 45 36
5 930 37
6 2260 40
7 5670 41
8 12200 42
9 29340 43
10 65480 45

Se puede observar que el aumento de constantes simbdlicas (que es igual al niime-
ro de entradas de los circuitos) supone un incremento exponencial en el tiempo de
ejecucion del método de calibrado del entorno FASILL, mientras que utilizando Z3 el

incremento es lineal.

5.2. Regresion lineal

5.2.1. Descripcion

Uno de los aspectos mas relevantes de la estadistica es el analisis de la relaciéon o
dependencia entre variables. Frecuentemente, resulta de interés conocer el efecto que
una o varias variables pueden causar sobre otra, e incluso predecir valores en una
variable a partir de otras [3].

Los métodos de regresion estudian la construccion de modelos para representar
la dependencia entre una variable dependiente Y y las variables explicativas X;. Un

modelo de regresion lineal puede ser descrito de la siguiente manera:

Y=00+656Xi+ - +5.X,+¢€ (5.2)
siendo:
= Oo,..., [, pardametros fijos desconocidos;
= Xi,..., X, variables explicativas no estocdsticas (regresores);

= y € una variable aleatoria inobservable.

En aplicaciones practicas disponemos de una muestra de observaciones de estas varia-
bles, y el modelo anterior sugiere que la relacién entre estas se satisface para cada una

de las observaciones correspondientes [47].
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La ecuacién 5.2 indica que la variable aleatoria Y se genera como combinacién lineal
de las variables explicativas, salvo en una perturbacion aleatoria e. El problema que
abordamos es el de estimar los parametros desconocidos fy, ..., 5,. Para ello contamos
con una muestra de k observaciones de la variable aleatoria Y, y de los correspondientes
valores de las variables explicativas X;. Debemos encontrar entonces aquellos valores

de By, ..., B, que hagan minimos los errores de estimacién.

Ejemplo 5.5. Un viejo estudio [53] midi6 la frecuencia de chirridos (pulsos por se-
gundo) de los grillos 15 veces, a diferentes temperaturas. En la Tabla 5.3 se muestran
los datos resultantes, donde la primera columna representa la temperatura en grados

centigrados, y la segunda columna representa el nivel de ruido en decibelios.

Tabla 5.3: Conjunto de datos cricket.csv

Temp. Ruido || Temp. Ruido || Temp. Ruido
20.00  88.59 15.50  75.19 15.00  79.59
16.00  71.59 14.69  69.69 17.20  82.59
19.79  93.30 17.10  82.00 16.00  80.59
18.39  84.30 15.39  69.40 17.00  83.50
17.10  80.59 16.20  83.30 14.39  76.30

Se quiere estudiar la relacion existente entre la temperatura y el nivel de ruido generado
por los grillos. Utilizando estos datos para crear un modelo de regresion, obtenemos—
mediante el método de los minimos cuadrados®—la recta y = 25.23 + 3.292 mostrada

en la Figura 5.3 junto al diagrama de dispersion de los datos.

95J ]

14 16 18 20
Temperatura (°C)

Figura 5.3: Diagrama de dispersion del conjunto de datos cricket.csv

2Técnica numeérica que minimiza la suma de las diferencias al cuadrado de un conjunto de pares.
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5.2.2. Implementacion

Expresaremos el modelo de regresion como un programa FASILL con una tnica clausula
que defina la ecuacién 5.2 mediante la combinacién de las conectivas |aiq ¥ &proa del
reticulo real (véase el Apéndice A.1.3), donde los pardmetros (; seran originalmente

constantes simbolicas:
y(Xl, e ,Xn) <- #b0 |add (#bl &prod Xl) |add e |add (#bn &prod Xn) .

Este predicado toma n variables explicativas como entrada y se evaltia con un grado de
verdad que es combinacién lineal de estas entradas. Para encontrar los parametros f;
que mejor se ajustan a los datos que tenemos, calibraremos este programa introduciendo
un caso de prueba por cada muestra del conjunto de datos, donde el valor de la variable

dependiente sera el grado de verdad esperado del caso de prueba.

Ejemplo 5.6. Calibremos el modelo del Ejemplo 5.5. Dado que el conjunto de datos
tiene unicamente una variable explicativa, la temperatura, el programa tendra dos

constantes simbolicas:
chirps(Temperature) <- #b0 |, (#bl &4 Temperature).

Cada muestra del conjunto de datos cricket.csv se convierte en un caso de prueba,

obteniéndose asi el siguiente conjunto de casos de prueba:

1 88.6 -> chirps(20.0).
2 71.6 -> chirps(16.0).
3 93.3 -> chirps(19.8).
4 84.3 -> chirps(18.4).
5 80.6 -> chirps (17.1).
6 75.2 -> chirps(15.5).
7 69.7 -> chirps(14.7).
8 82.0 -> chirps(17.1).
9 69.4 -> chirps(15.4).
10 83.3 -> chirps(16.2).
11 79.6 -> chirps(15.0).
12 82.6 -> chirps(17.2).
13 80.6 -> chirps(16.0).
14 83.5 -> chirps(17.0).
15 76.3 -> chirps(14.4).

Tras ejecutar el proceso de calibrado, el entorno FASILL proporciona la siguiente salida:

1 substitution: {#b0/42.92, #b1/2.28%
2 deviation: 43.23
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Podemos observar que estos valores, fy = 42.92 y 1 = 2.28, no son los mismos que
los obtenidos en el Ejemplo 5.5. Esto es debido a que en el ejemplo anterior se ha
minimizado la distancia utilizando el error cuadratico medio, mientras que aqui se ha
utilizado el error absoluto medio, que es la nocién de distancia definida en el reticulo.
En la Figura 5.4 se muestra la recta y = 42.92 + 2.28z junto al diagrama de dispersién

de los datos, donde la linea discontinua representa el modelo del Ejemplo 5.5.

95J ]

14 16 18 20
Temperatura (°C)

Figura 5.4: Modelo de regresiéon lineal del Ejemplo 5.6

5.2.3. Resultados experimentales

Dado que los elementos del reticulo real no estan acotados en un intervalo, resulta
complicado realizar una discretizacién de los mismos adecuada para todo problema de
regresion, y aunque fuese posible, el algoritmo de calibrado de FASILL no seria capaz de
resolver estos problemas en un tiempo razonable, puesto que tendria que comprobar una
gran cantidad de combinaciones. Por lo tanto, en esta secciéon tinicamente mediremos
el rendimiento de la nueva técnica de calibrado con Z3.

En la Tabla 5.4 se resumen las medias de los tiempos de ejecucién® del algoritmo de
calibrado, en segundos, al ajustar modelos de regresion variando el nimero de variables
explicativas de los mismos y el nimero de casos de prueba. Observamos que tanto el
incremento de variables explicativas como el incremento de casos de prueba suponen
un crecimiento exponencial del tiempo de ejecucién del algoritmo de calibrado en Z3,
siendo mas determinante el nimero de variables explicativas del modelo que el nimero

de casos de prueba.

3Cada celda contiene la media tras 10 ejecuciones utilizando un ordenador de sobremesa equipado
con un procesador AMD Opteron™ @ 1593 MHz y 2.00 GB RAM.
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Tabla 5.4: Tiempo de ejecucién (en segundos) del algoritmo de calibrado en Z3 para

regresion lineal en funcién del niimero de variables explicativas y casos de prueba

# Variables explicativas
1 2 3 4 5
20 0.35 1.55 6.27 11.38 33.48
_ 130 ) 222 | 645 | 27.05 49.40 72.34
~q§ 40 || 6.01 | 25.32 | 107.68 | 165.52 | 378.15
2. | 50 14.04 | 43.60 | 184.35 583.45 1547.56
”qi 60 29.80 | 150.85 | 619.22 | 1094.20 | 3319.37
% 70 40.30 | 213.32 | 794.55 | 2452.84 | 7532.63
;i 80 51.08 | 311.07 | 1058.35 | 4261.00 | 17317.25
90 || 106.15 | 625.05 | 1658.60 | 7688.81 | 40313.90
100 || 215.10 | 874.47 | 3189.72 | 11204.84 | 85873.49
5.3. Web semantica
5.3.1. Descripcion

La web semdntica [9] es una extensién de la “World Wide Web” guiada por estandares
del W3C* que promueven formatos de datos comunes y protocolos de intercambio
en la web, como RDF o SPARQL. Dotar a la web actual de significado tiene como
efecto inmediato que la bisqueda de informacion sea mas eficiente y adecuada a las
necesidades del usuario.

El marco de descripcion de recursos (RDF) proporciona un modelo de datos simple
para expresar declaraciones utilizando tuplas de la forma (sujeto, predicado, valor). Un
conjunto de sentencias RDF utiliza un vocabulario particular que define las propiedades
y los tipos de datos que son significativos para la aplicacién en cuestién [9]. Por otro
lado, SPARQL es un lenguaje de consulta de RDF—esto es, un lenguaje de consulta
semantica para bases de datos—capaz de recuperar y manipular datos almacenados en
formato RDF [57].

Ejemplo 5.7. SPARQL permite el acceso a informacion disponible en la web a través
de diversas plataformas, como DBpedia®, que proporciona acceso a toda la informacién
de Wikipedia. La siguiente consulta extrae el titulo de la pelicula y el nombre de las
companias distribuidoras de las peliculas en las que ha participado el actor Christian

Bale, ordenadas ascendentemente por titulo:

4“World Wide Web Consortium”, consorcio internacional que genera recomendaciones y estdndares

que aseguran el crecimiento de la “World Wide Web” a largo plazo.
Shttp://wiki.dbpedia.org
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Tabla 5.5: Muestra de la respuesta a la consulta SPARQL del Ejemplo 5.7

7title 7company

Exodus: Gods and Kings Twentieth Century Fox Film Corporation
The Big Short Paramount Pictures Corporation

The Dark Knight Trilogy Warner Bros. Entertainment Inc.

The Fighter Paramount Pictures Corporation

The Fighter The Weinstein Company, LLC

1 SELECT 7title 7company

2 WHERE {

3 ?7film dbo:starring dbr:Christian_Bale ;
foaf :name 7title ;
dbo:distributor 7distributor

?distributor foaf:name 7company

b

ORDER BY ASC(?7title)

® N o oon

En la Tabla 5.5 se muestra un resumen de las peliculas y companias recuperadas de

DBpedia para esta consulta.

Tanto RDF como SPARQL han sido disenados para consultar informacion clara y preci-
sa. No obstante, algunos contextos requieren tratar con incertidumbre o conocimiento
impreciso. Con este objetivo se disend el lenguaje de consulta FSA-SPARQL, una exten-
sion de SPARQL que permite tratar con predicados difusos y agregar grados de verdad

mediante conectivas difusas [1].

Ejemplo 5.8. La siguiente consulta FSA-SPARQL extrae el nombre de las peliculas
que sean consideradas buenas y que pertenezcan al género de suspense, donde el grado

de verdad debe ser mayor de 0.7:

1 SELECT 7name 7rank

2 WHERE {

3 ?movie movie:name 7name

7movie f:type (movie:genre movie:Thriller 7c)
?movie f:type (movie:quality movie:Good 7?r)
BIND(1:WMEAN(O0.5,7?r,?c) as 7rank)

FILTER (?rank > 0.7)

® N o oon

El grado de verdad de esta consulta se calcula agregando los grados de verdad (linea 6)

de los dos predicados difusos que intervienen: que la pelicula sea del género de suspense
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Tabla 5.6: Respuesta a la consulta FSA-SPARQL del Ejemplo 5.8

’name ?rank
The American 0.75
The Silence of the Lambs  0.75

(linea 4), y que la pelicula sea buena (linea 5). Para ello, se utiliza el operador @y,,cqn,
que representa la media ponderada (por el primer argumento) de los dos grados de
verdad, cuya funcién de verdad es @wmean(x, y,2) 2 xy+ (1 —1z)z. Nétese que no todos
los predicados tienen porqué ser difusos, como por ejemplo, el nombre de la pelicula.
En la Tabla 5.6 se muestran las peliculas recuperadas para esta consulta junto a su

grado de verdad.

El objetivo ahora es calibrar este tipo de consultas difusas para seleccionar los grados
de verdad y las conectivas mas adecuadas en base a informacion previa proporcionada
por el usuario, como podria ser el valor de verdad esperado para determinadas peliculas

ante la consulta del Ejemplo 5.8.

5.3.2. Implementacion

FSA-SPARQL es una extensiéon de SPARQL en la que las tuplas RDF son reemplazadas
por tuplas RDF difusas. Ademas, es posible utilizar conectivas difusas—inspiradas por
las 16gicas del producto, de Gédel y de Lukasiewicz—y modificadores lingiiisticos en
las consultas.

Para poder calibrar las consultas FSA-SPARQL, primero es necesario codificarlas
como programas FASILL. En [2] se detalla el proceso de traduccién de FSA-SPARQL
a FASILL, que puede ejecutarse automaticamente desde el entorno FLOPER online a
través de la URL http://dectau.uclm.es/floper/fsa-sparql, tal y como se mues-
tra en la Figura 5.5. En el Apéndice A.1.4 se describe el reticulo utilizado en esta
seccidn, el cual es una adaptacién del reticulo unitario en el intervalo [0, 1] para hacerlo

compatible con el lenguaje FSA-SPARQL y sus conectivas.

Ejemplo 5.9. La consulta FSA-SPARQL mostrada en el Ejemplo 5.8 se traduce al
siguiente programa FASILL, donde el predicado rdf/3 se utiliza para recuperar la in-

formacién de las tuplas RDF difusas:

1 query (NAME ,RANK) : -

2 rdf (MOVIE, http://www.movies.org#name’,NAME),

3 rdf (MOVIE, http://www.fuzzy.org#type’,X0),

4 rdf (X0, ’http://www.fuzzy.org#onProperty’,

5 ’http://www.movies.org#genre’),

6 rdf (X0, ’http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf -syntax-ns#type’,


http://dectau.uclm.es/floper/fsa-sparql
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7 ’http://www.movies.org#Thriller’),

8 rdf (X0, http://www.fuzzy.org#truth’,C),

9 rdf (MOVIE, *http://www.fuzzy.org#type’ ,X1),

10 rdf (X1, ’http://www.fuzzy.org#onProperty’,

11 http://www.movies.org#quality’),

12 rdf (X1, http://wuw.w3.0rg/1999/02/22-rdf -syntax-ns#type’,
13 ’http://www.movies.org#Good’),

14 rdf (X1, ’http://www.fuzzy.org#truth’ ,R),

15 0.5""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal >=A0_1,
16 R=A1_1,

17 C=A2_1,

18 VAR1=RANK ,

19 http://www.lattice.org#WMEAN’ (AO_1,A1_1,A2 1 ,VAR1),
20 RANK=A6,

21 0.7""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal *=B6,
22 { A6>B6 }.

A este predicado traducido a partir de la consulta original, query/2, hay que anadir-
le las clausulas RDF necesarias y la definicién de los predicados que representan las
conectivas difusas, como por ejemplo 'http://www.lattice.org#WMEAN' /4. Ademas,
por eficiencia, es conveniente desactivar los pasos de fallo de la seméantica de FASILL
mediante la directiva :- set_fasill flag(failure steps, false). Siejecutamos el
objetivo difuso Q = query(Name, Rank) & Rank en el entorno FLOPER, obtenemos

las siguientes fca’s, que se corresponden con las respuestas de la Tabla 5.6:

Q7 =(0.75""'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal', {
Name/'The American’ ™ 'hitp : | Jwww.w3.org/2001/X M LSchema+string,
Rank/0.75 " 'http : | Jwww.w3.org/2001/ X M LSchema#decimal'})

Q, = (0.75""'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal', {
Name/'The Silence of the Lambs'*"'http : //...] X M LSchema#string,
Rank/0.75"""http : / Jwww.w3.org/2001/ X M LSchema#decimal'})

Ejemplo 5.10. Supongamos que queremos calibrar la consulta del Ejemplo 5.9 para
que “Ocean’s Eleven” sea considerada una buena pelicula de suspense. Introducimos
una constante simbdlica v*! en el peso de la conectiva @,eqn, cuyo valor era 0.5
(dandole el mismo peso a cada grado de verdad). Ademads, introducimos otra constante
simbdlica en el filtro, v*2, cuyo valor era 0.7. Ahora, ejecutamos el proceso de calibrado
con el siguiente conjunto de casos de prueba, donde tinicamente tendremos en cuenta
los posibles valores {0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0} a la hora de generar

las sustituciones simbolicas:
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© FASILL based tuning of FSA-SPARQL queries

? FSA-SPARQL Query

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1

= =

<[> FASILL Program

PREFIX movie: <http://www.movies.org#> )

PREFIX rdfs: <http://www.w3.0rg/2000/01/rdf-schema#> movies.rdf ~
PREFIX rdf: <http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf-syntax-ns#=

PREFIX f: <http://www.fuzzy.org#>

PREFIX 1: <http://www.lattice.org#>

SELECT ?Movie ?Rank

WHERE {

?Movie f:type (movie:genre movie:Thriller 7c) .
?Movie f:type (movie:quality movie:Good ?r) .
BIND(L1:WMEAN('#sl1',?r,?c) as ?Rank)

FILTER (?Rank > 0.8) }

p(MOVIE,RANK) : -

¥ Compile

rdf (MOVIE, 'http://www.fuzzy.org#type',X0),
rdf (X0, "http://www.fuzzy.org#onProperty', "http://www.movies.org#genre'),
rdf (X0, "http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf-syntax-ns#type', "http://www.movies.org#Thriller"),

rdf (MOVIE, "http://www.fuzzy.org#type',X1),
rdf (X1, 'http://www.fuzzy.org#onProperty', "http://www.movies.org#quality'),
rdf (X1, "http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf-syntax-ns#type', "http://www.movies.org#Good'),

L e

& Test cases

1

1
2
3
4
5 rdf (X0, "http://www.fuzzy.org#truth',C),
6
7
8
a

0.85*"  -= p('http://www.movies.org#The American', TD) & TD.

Q, Symbolic substitution

1
2
3

best symbolic substitution: {#sl/'"*'(0.2, "http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’)}
deviation: 0.009999999999999898

execution time:

855 milliseconds

Figura 5.5: Captura de pantalla de la herramienta online para calibrar consultas FSA-
SPARQL mediante FASILL

0.9°"_ ->
0.87"_ ->
0.5°"_ ->
0.07"_ ->

query (’The American’”~"_, Rank) & Rank.
query (’The Silence of the Lambs’~"_, Rank) & Rank.

query(’0Ocean’’s Eleven’~"_, Rank) & Rank.

query (’Casablanca’”~"_, Rank) & Rank.

Obtenemos la siguiente sustitucién simbélica © = {v*!/0.4,v%2/0.1} por parte del en-

torno FASILL con una desviacién de 0.2, donde el peso deberia ser 0.4 y el filtro 0.1:

w

S~

substitution: {
#s1/0.4°"’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’),

#s2/0.

}

deviation:

1"~ http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’)

0.2



80

CAPITULO 5. CASOS DE USO DEL CALIBRADO

Es decir, tras el proceso de calibrado, la consulta FSA-SPARQL original del Ejemplo

5.8 queda finalmente de la siguiente forma:

1 SELECT ?name ?rank

2 WHERE {

3

® N o ooa

?movie movie:name 7name

7movie f:type (movie:genre movie:Thriller 7c)
?movie f:type (movie:quality movie:Good 7r)
BIND(1:WMEAN(0.4,7?r,?c) as 7rank)

FILTER (?rank > 0.1)



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Este Trabajo Fin de Master se ha centrado en la ampliacion de las capacidades de
FLOPER, un entorno de programacion logica difusa desarrollado por el grupo de in-
vestigaciéon DEC-TAU de la Universidad de Castilla-La Mancha. En su estado inme-
diatamente anterior, el entorno era capaz de analizar y evaluar objetivos difusos sobre
programas MALP y FASILL. Este trabajo ha ampliado las herramientas disponibles en
el entorno referido para transformar programas légicos difusos, incorporando nuevos
mecanismos de calibrado automatico para las extensiones simbolicas de los lenguajes
difusos mencionados.

Se detallan los formalismos subyacentes de la l6gica difusa y la programacién logica,
asi como de las técnicas de calibrado simbdlico implementadas, indicando las capacida-
des y limitaciones del entorno FLOPER al inicio del trabajo. Al tratarse de un trabajo
realizado sobre una implementacion previa, ha sido necesario un esfuerzo inicial para
comprender el codigo del sistema en el estado en que se encontraba.

Como el area en la que se ubica este trabajo, la transformaciéon automatica de
programas logicos difusos, es de reciente consolidacién, los fundamentos tedricos ne-
cesarios para las tareas de implementacion abordadas han sido proporcionados por
el director del trabajo. Con este Trabajo Fin de Maéster hemos contribuido al desa-
rrollo de los conceptos tedricos referidos, a la vez que a su implementacion, en los
términos que detallamos posteriormente; todo ello, ha dado lugar a las aportaciones
[2, 18, 19, 39, 40, 41, 42, 43].

Las contribuciones esenciales aportadas al entorno FLOPER se concretan en los

siguientes resultados:

1. Creaciéon de un nuevo paquete para el intérprete SWI-Prolog, para analizar y
escribir expresiones, guiones, declaraciones de teorias y declaraciones de logicas
en SMT-LIB.

81
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2. Implementacién del nuevo método de calibrado basado en el uso de soluciona-
dores de satisfacibilidad moédulo teorias, para programas sMALP y sFASILL, y su

integracion en la herramienta online.

3. Descripcion de aplicaciones reales de las técnicas de calibrado de programas 16gi-
cos difusos a problemas no triviales como son el aprendizaje automaético, la veri-

ficacién de circuitos o la web seméntica.

4. Mediciéon y comparacién del tiempo de ejecucién de los diversos métodos de cali-
brado, mostrando las ventajas que los solucionadores SMT aportan a las técnicas
de calibrado originales del entorno FLOPER.

6.2. Trabajo futuro

Actualmente, la extension simbélica del lenguaje FASILL solo permite introducir grados
de verdad y conectivos simbdlicos en las reglas del programa. En el futuro, nos propo-
nemos permitir que las relaciones de similitud acepten también constantes simbolicas,
esto es, grados de verdad simbdlicos en las relaciones de los términos y predicados, asi
como una t-norma simbdlica. Para llevar a cabo esta ampliacién de las capacidades
del calibrado simbdlico, ademas de tener que modificar el proceso de andlisis de las
ecuaciones de similitud, también es necesario modificar el proceso de unificacién débil
de sFASILL. Esta mejora podria suponer un gran impacto en el calibrado de programas
sFASILL, debido a que un elemento simbdlico en una relacién de similitud (por ejemplo
en la t-norma asociada) puede afectar a muchas maés reglas de un programa que una
constante simbdlica en una sola clausula.

En este trabajo hemos adaptado algunas teorias de SMT al calibrado de programas
l6gicos difusos, como la teoria de los reales, mediante la construccién de los reticulos
apropiados en SMT-LIB. No obstante, todavia faltan por explorar otras teorias, como
la teoria de los vectores de bits o la teoria de los tipos de datos inductivos, que podrian
resultar interesantes en determinadas aplicaciones.

Por tltimo, nos hemos centrado, asimismo, en la integracién de la nueva técnica de
calibrado sobre el entorno FLOPER online, pero, debido al volumen de tareas abordadas,
no ha sido posible integrarla también en el nuevo entorno grafico de escritorio de
FLOPER. Por tanto, en el futuro nos proponemos integrar este mecanismo en el nuevo

editor implementado en SWI-Prolog, ampliando su interfaz con el paquete grafico XPCE.
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Contenido del CD

El disco adjunto a esta memoria contiene el cédigo implementado en este Trabajo Fin
de Master:

» El directorio ./prolog-smtlib/ contiene el repositorio completo del paquete de
SWI-Prolog para analizar y escribir expresiones, guiones, declaraciones de légicas
y declaraciones de teorfas en lenguaje SMT-LIB, el cual incluye el codigo fuente,

documentacién del mismo, y todas las versiones publicadas hasta la fecha.

= El directorio ./fasill/ contiene el repositorio completo del proyecto del lengua-
je FASILL, el cual incluye el cédigo fuente, documentacion del mismo, reticulos y
pruebas unitarias del lenguaje. La principal aportacién de este trabajo, el cali-
brado de programas mediante la herramienta Z3, puede encontrarse en el fichero

./fasill/src/tuning-smt.pl.

= El directorio ./sat/ contiene el repositorio completo de un solucionador de sa-
tisfacibilidad booleana para férmulas proposicionales en forma normal clausal,
implementado en C, el cual incluye el cédigo fuente, documentacion del mismo, y
pruebas unitarias. Este proyecto se inici6 con el objetivo de estudiar y comprender

los principales algoritmos de SAT.

El cédigo fuente de estos proyectos se encuentra bajo la licencia BSD de 3 clausulas, y

los repositorios pueden consultarse online a través de las siguientes URLs:

» https://github.com/jariazavalverde/prolog-smtlib
» https://github.com/jariazavalverde/fasill

= https://github.com/jariazavalverde/sat
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Apéndice A
Reticulos completos

En esta seccién se muestra la implementacién en Prolog y en SMT-LIB de los reticulos
utilizados en este trabajo. Las Figuras A.1, A.2 y A.3 representan graficamente los
diferentes reticulos como grafos aciclicos dirigidos, donde existe un arco desde un nodo

x a un nodo y si x < y.

A.1. Reticulos completos en Prolog

A.1.1. Reticulo logico

Este reticulo en el dominio légico es un conjunto que contiene exactamente dos ele-
mentos, cuyas interpretaciones incluyen falso y verdadero (donde falso < verdadero),
representados por los términos false y true, respectivamente. Se utiliza la definicién
de distancia discreta mostrada en el Ejemplo 3.4 para calibrar programas con este
reticulo.

Es importante resenar que las conectivas @, v @Q,,. aqui definidas no satisfacen
la condiciéon de monotonia requerida en la Definicion 2.22 para ser consideradas agre-
gadores, formalmente. No obstante, se incluyen en el reticulo por comodidad a la hora

de trabajar con las técnicas de calibrado.

1 % Elements
2 member (false) .

member (true) .

=W

members ([false,true]) .

% Distance
distance (X, X, 0.0).
_, 1.0).

N o w;

8 distance(_,

10 % Ordering relation
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11 leq(false, _).

12 leq(_, true).

13

14 % Supremum and infimum

15 bot(false).

16 top (true).

17

18 7% Binary operations

19 and_bool(true, true, true).
20 and_bool(_, _, false).

21 or_bool(false, false, false).
22 or_bool(_, _, true).
23

24 Y Aggregators

25 agr_xor (X, X, false).
26 agr_xor(_, _, true).
27 agr_not(false, true).
28 agr_not (true, false).
29

30 % Default connectives
31 tnorm(bool).

32 tconorm(bool).

Figura A.1: Representaciéon del reticulo logico

A.1.2. Reticulo unitario

Este reticulo contiene los elementos del intervalo unitario [0, 1] con la relacién de orden
usual de los niimeros reales, y estd equipado con las conjunciones y disyunciones perte-
necientes a las légicas del producto, Godel y Lukasiewicz, ademés de otros agregadores

como Qe ¥ Qgeom, v modificadores lingiifsticos como @, (véase la Figura 2.2).

1 % Elements

2 member (X) :- number(X), 0 =< X, X =< 1.

3 members([0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0]).
4

5 % Distance
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distance(X,Y,Z) :- Z is abs(Y-X).

% Ordering relation
leq(X,Y) := X =< Y.

© ® N o

10

11 % Supremum and infimum
12 bot (0.0).

13 top(1.0).

14

15 % Binary operations

16 and_prod(X,Y,Z) :- Z is X*Y.

17 and_godel(X,Y,Z) :- Z is min(X,Y).

18 and_luka(X,Y,Z) :- Z is max(X+Y-1,0).

19 or_prod(X,Y,Z) :- Ul is XxY, U2 is X+Y, Z is U2-Ul.
20 or_godel(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).

21 or_luka(X,Y,Z) :- Z is min(X+Y,1).

22

23 I Aggregators

24 agr_aver(X,Y,Z) :- Z is (X+Y)/2.
25 agr_very(X,Y) :- Y is Xx*X.
26

27 % Default connectives
28 tnorm(godel).

29 tconorm(godel).

Figura A.2: Representacién del reticulo unitario

A.1.3. Reticulo real

Este reticulo contiene los elementos de la recta real extendida, que esta formada por
todos los elementos de R més los elementos +oo (infinito positivo) y —oo (infinito
negativo). En este reticulo sélo consideramos los elementos pertenecientes a R para
calibrar, con la nocion de distancia usual.

Tal y como ocurre con otras conectivas en reticulos anteriores, aqui la conectiva

&proq Mo satisface la condicién de monotonia requerida en la Definicién 2.20 para ser
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considerada una norma triangular, formalmente. No obstante, es incluida en el reticulo

también por comodidad a la hora de trabajar con las técnicas de calibrado.

1 % Elements
member (X) :- number (X).

member (-inf) .

W N

member (+inf) .

members ([-1.0, -0.5, 0.0, 0.5, 1.0]).

% Distance

distance(X,Y,Z) :- Z is abs(Y-X).

© W N o o,

10 % Ordering relation

11 leq(_, +inf).

12 leq(-inf, _).

13 leq(X, Y) :- X =< Y.
14

15 % Supremum and infimum
16 bot (-inf).

17 top (+inf).

18

19 7% Binary operations

20 or_add(_, +inf, +inf).
21 or_add (+inf, _, +inf).
22 or_add(_, -inf, -inf).

23 or_add(-inf, _, -inf).

24 or_add(X, Y, Z) :- Z is X+Y.
25

26 and_prod (X, +inf, X).

27 and_prod (+inf, X, X).

28 and_prod (X, -inf, X).

29 and_prod(-inf, X, X).

30 and_prod(X, Y, Z) :- Z is X*Y.
31

32 % Default connectives

33 tnorm(prod).

34 tconorm(add) .
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COaORORORORORE

Figura A.3: Representacién del reticulo real

A.1.4. Reticulo FSA-SPARQL

Este reticulo es una modificacion del reticulo unitario, cuyos elementos en el inter-

valo [0, 1] van asociados a su tipo, http://www.w3.org/2001/XMLSchema#decimal,

mediante el operador infijo ~~/2 declarado al principio del reticulo con prioridad 200.

Ademas, incluye otros agregadores adicionales utilizados cominmente en las consultas

FSA-SPARQL, como por ejemplo la media ponderada @,,,,cqn.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

:- op(200, xfx, ~7).

% Elements
member (X"~ ’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’) :-
number (X), 0 =< X, X =< 1.
members ([
0.0""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.1°"’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.27 ’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.37"’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.47 ’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.5°"http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.6""http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.7°"http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.8""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.97 ’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’,
.0""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’

=, O O O O O O O o o

.

% Distance
distance(X""T,Y""T,Z) :- Z is abs(Y-X).

% Ordering relation

1eq(X""T,Y""T) :- X =< Y.

% Supremum and infimum
bot (0.0~ http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’) .
top(1.0""’http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal’).
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30 % Conjuctions

31 and_prod(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is X*Y.

32 and_god(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is min(X,Y).

33 and_luk(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is max(X+Y-1,0).
34

35 % Disjunctions

36 or_prod(X""T,Y""T,Z""T) :- Ul is Xx*Y, U2 is X+Y, Z is U2-U1l.
37 or_god(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is max(X,Y).

38 or_luk(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is min(X+Y,1).

39

40 Y, Aggregators

41 agr_mean(X""T,Y""T,Z""T) :- Z is 0.5%X+0.5*Y.

42 agr_wmean(W""T,X""T,Y""T,Z""T) :- Z is WxX+(1-W)*Y.

43 agr_wsum(U""T,X""T,V""T,Y""T,Z""T) :- Z is U*X+VxY.

44 agr _wmax(U""T,X""T,V""T,Y""T,Z""T) :-

45 Z is max(min(U,X)+min(V,Y)).

46 agr_wmin(U~"T,X~"T,V°"T,Y""T,Z°"T) :-

a7 Z is min(max(1-U,X)+max(1-V,Y)).

48 agr_very(X""T,Z""T) :- Z is Xx*X.

49 agr_more_or_less(X""T,Z""T) :-Z is sqrt(X).

50 agr_close_to(X""T,L""T,A""T,Z""T) :- Z is 1/(1+((X-L)/A)"2).
51 agr_at_least(X""T,L""T,A""T,Z""T) :- X =< A, !, Z is 0.0.
52 agr_at_least(X""T,L""T,A""T,Z""T) :-

53 A <X, X <L,!, Z is (X-A)/(L-A).

54 agr_at_least(X""T,L""T,A""T,Z""T) :- L =< X, !, Z is 1.0.
55 agr_at_most(X~"T,L""T,A""T,Z°"T) :- X >= A, !, Z is 0.0.
56 agr_at_most(X~""T,L""T,A""T,Z""T) :-

57 A>X, X>L, !, Zis (A-X)/(A-L).

58 agr_at_most(X""T,L""T,A""T,Z""T) :- X =< L,!, Z is 1.

59 agr_gt(X~"T, Y"°T, Z2°°T) :- X > Y -> Z = 1.0 ; fail.

60

61 % Default connectives

62 tnorm(god) .

63 tconorm(god) .

A.2. Reticulos completos en SMT-LIB

A.2.1. Reticulo logico

1 ;; Boolean lattice
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;; distance
(define-fun lat!distance ((x Bool) (y Bool)) Real
(ite (= x y) 0.0 1.0))

=W

N o w;

;3 &bool
8 (define-fun lat!and!bool!2 ((x Bool) (y Bool)) Bool

9 (and x y))
10
11 ;; |bool

12 (define-fun lat'or!bool!2 ((x Bool) (y Bool)) Bool

13 (or x y))
14
15 ;; GOxor

16 (define-fun lat!agr!xor!2 ((x Bool) (y Bool)) Bool

17 (xor x y))
18
19 ;; G@not

20 (define-fun lat'agr!not!l ((x Bool)) Bool

21 (not x))
22
23 ;; domain of symbolic conjunctions (arity 2)

24 (define-fun dom!sym'!and!2 ((s String)) Bool

25 (or

26 (= s "and_bool")))

27

28 ;; domain of symbolic disjunctions (arity 2)

29 (define-fun dom!sym!or!2 ((s String)) Bool

30 (or

31 (= s "or_bool")))

32

33 ;; domain of symbolic aggregators (arity 1)

34 (define-fun dom!sym'!agr!l ((s String)) Bool

35 (or

36 (= s "agr_not")))

37

38 ;; domain of symbolic aggregators (arity 2)

39 (define-fun dom!sym'!agr!2 ((s String)) Bool
40 (or
41 (= s "agr_xor")))

42
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43 ;; eval symbolic conjunctions (arity 2)

44 (define-fun call!sym!and!2 ((s String) (x Bool) (y Bool))

Bool
45 (lat'and!bool!2 x y))
46
47 ;; eval symbolic disjunctions (arity 2)

48 (define-fun call!sym!or!2 ((s String) (x Bool) (y Bool)) Bool

49 (lat'!or!bool!2 x y))
50
51 ;; eval symbolic aggregatos (arity 1)

52 (define-fun call!sym'agr!l ((s String) (x Bool)) Bool

53 (lat'!agr!not!l x))
54
55 ;; eval symbolic aggregators (arity 2)

56 (define-fun call!sym'!agr!2 ((s String) (x Bool) (y Bool))
Bool
57 (latlagr!xor!2 x y))

A.2.2. Reticulo unitario

=

;; Unit lattice

2

3 ;; max

4 (define-fun max ((x Real) (y Real)) Real
5 (ite (>= x y) x y))

6

7 ;; min

8 (define-fun min ((x Real) (y Real)) Real
9 (ite (<= x y) x y))

10

11 ;; member

12 (define-fun lat!member ((x Real)) Bool

13 (and (<= 0.0 x) (<= x 1.0)))
14
15 ;; distance

16 (define-fun lat!distance ((x Real) (y Real)) Real

17 (abs (- y x)))
18
19 ;; |luka

20 (define-fun lat'!or!luka!2 ((x Real) (y Real)) Real
21 (min (+ x y) 1))
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22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

;5 lprod
(define-fun lat!or!prod!2 ((x Real) (y Real)) Real
(- (+ xy) (x x y)))

;3 |godel

(define-fun lat!or!godel!2 ((x Real) (y Real)) Real
(max x y))

;3 &luka

(define-fun lat!and!luka!2 ((x Real) (y Real)) Real
(max (- (+ x y) 1) 0))

;5 &prod
(define-fun lat!and!prod!2 ((x Real) (y Real)) Real
(*x x y))

;3 &godel
(define-fun lat!and!godel!2 ((x Real) (y Real)) Real
(min x y))

;3 Qaver
(define-fun lat!agrl!aver!2 ((x Real) (y Real)) Real
(/ (+ x y) 2))

;3 Qvery
(define-fun lat'!agr!very!l ((x Real)) Real
(* x x))

;; domain of symbolic conjunctions (arity 2)
(define-fun dom!sym'!and!2 ((s String)) Bool
(or
(= s "and_godel")
(= s "and_luka")
(= s "and_prod")))

;; domain of symbolic disjunctions (arity 2)
(define-fun dom!sym!or!2 ((s String)) Bool
(or
(= s "or_godel")

(= s "or_1luka")
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63 (= s "or_prod")))
64
65 ;; domain of symbolic aggregators (arity 1)

66 (define-fun dom!sym'!agr!l ((s String)) Bool

67 (or

68 (= s "agr_very")))

69

70 ;; domain of symbolic aggregators (arity 2)

71 (define-fun dom!sym'!agr!2 ((s String)) Bool

72 (or

73 (= s "agr_aver")))

74

75 ;; eval symbolic conjunctions (arity 2)

76 (define-fun call!sym!and!2 ((s String) (x Real) (y Real))

Real
77 (ite
78 (= s "and_godel")
79 (lat!and'!'godel!2 x y)
80 (ite
81 (= s "and_luka")
82 (lat!and!luka!2 x y)
83 (lat!and!prod!2 x y))))
84
85 ;; eval symbolic disjunctions (arity 2)

86 (define-fun call!sym'!or!2 ((s String) (x Real) (y Real)) Real

87 (ite

88 (= s "or_godel")

89 (lat!or!godel!2 x y)

90 (ite

91 (= s "or_luka")

92 (lat!or!lukal!2 x y)

93 (lat!or!prod!2 x y))))

94

95 ;; eval symbolic aggregatos (arity 1)

96 (define-fun call!sym'!agr!l ((s String) (x Real)) Real

97 (lat'agr!very!l x))
98
99 ;; eval symbolic aggregators (arity 2)

100 (define-fun call!sym!agr!2 ((s String) (x Real) (y Real))
Real
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(lat'!agr'aver!2 x y))

A.2.3. Reticulo real
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30

31

;; Real lattice

;; distance
(define-fun lat!distance ((x Real) (y Real)) Real
(abs (- y x)))

;5 ladd
(define-fun lat!or!add!2 ((x Real) (y Real)) Real
(+ x y))

;5 &prod
(define-fun lat!and!prod!2 ((x Real) (y Real)) Real
(*x x y))

;; domain of symbolic conjunctions (arity 2)
(define-fun dom!sym'!and!2 ((s String)) Bool
(or

(= s "and_prod")))

;; domain of symbolic disjunctions (arity 2)
(define-fun dom!sym'!or!2 ((s String)) Bool
(or

(= s "or_add")))

;3 eval symbolic conjunctions (arity 2)
(define-fun call!sym'and!2 ((s String) (x Real) (y Real))
Real
(lat'!and!prod!2 x y))

;3 eval symbolic disjunctions (arity 2)
(define-fun call!sym!or!2 ((s String) (x Real) (y Real)) Real
(lat!ortadd!2 x y))
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