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Resumen

FAsILL (acrénimo de «Fuzzy Aggregators and Similarity Into a Logic Lan-
guagey) es un lenguaje de programacion logico difuso que integra y extiende en
un mismo lenguaje las capacidades de otros lenguajes difusos. FASILL cuenta
con anotaciones de grados de verdad implicitas y explicitas y combina un al-
goritmo de unificacién débil basado en relaciones de similitud, con un amplio
repertorio de conectivas difusas, cuyas funciones de verdad pueden ser definidas
sobre un reticulo completo. El objetivo de esta tesis es el diseno e introducciéon
de técnicas de calibrado y desplegado de programas logicos difusos en el sistema
FASILL, con el propésito de avanzar en el desarrollo de un entorno completo de
programacion logica difusa que incluya utilidades para la compilacién, ejecucion,
optimizacion y depuraciéon de este tipo de programas.

El calibrado de programas logicos difusos es una técnica automatica que
permite a los programadores ajustar los pesos y las conectivas en las reglas y
hechos de un programa, al disponer de un conjunto de casos de prueba con
los valores esperados para una serie de objetivos. Con este fin hemos disenado
una extension simbolica de FASILL que permite introducir valores y conectivas
simbodlicas, cuya interpretacion puede ser pospuesta hasta conocer sus valores
concretos, sobre la que introducimos diversos algoritmos de calibrado. Ademas,
mostramos algunas aplicaciones del calibrado en distintos dominios como la
verificacion de circuitos digitales, el aprendizaje automéatico y la web seméantica.

Por otro lado, el desplegado de programas es una técnica de transformacion
automaética que permite optimizar los programas aplicando pasos de compu-
tacién sobre los cuerpos de las reglas. Esta transformacion, que es clésica en
otros paradigmas como el logico y el funcional, presenta un reto especial en
un marco tan amplio y flexible como FASILL ya que, en general, no siempre
es posible desplegar un programa FASILL garantizando la preservacion de las
respuestas computadas difusas. Por lo tanto, ademés de introducir la transfor-
macion de desplegado en el lenguaje FASILL caracterizamos los programas que
pueden ser desplegados de forma segura.

Todos los desarrollos de esta tesis vienen acompanados de demostraciones
formales de sus propiedades fundamentales, al tiempo que se proporcionan los
detalles de implementaciéon de estas técnicas sobre el sistema FASILL: una im-
plementacion de alto nivel escrita en Prolog, desarrollada en nuestro grupo de
investigacion DEC-TAU, que pretende servir como una herramienta sobre la que
implementar, ejecutar y medir todos nuestros avances.
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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos, la légica difusa ha jugado un papel fundamental en el
desarrollo de aplicaciones informéticas en campos tan diversos como los sistemas
expertos, la medicina o el control industrial. Con el objetivo de facilitar el desa-
rrollo de tales aplicaciones, méas recientemente ha surgido el interés por disenar
lenguajes declarativos (en particular, lenguajes logicos) difusos que incorporen
entre sus recursos expresivos el tratamiento de informaciéon imprecisa de forma
natural. En la ultima década, nuestro grupo de investigaciéon DEC-TAU de la
Universidad de Castilla-La Mancha ha producido numerosos trabajos en esta
linea, dando forma al lenguaje FASILL, que incorpora y extiende las capacidades
de otros lenguajes 16gicos difusos como MALP —que modifica la nocién de clausu-
la al anadir pesos y conectivas difusas definidas en un reticulo—, o Bousi~Prolog
—que extiende el mecanismo de unificacién al introducir relaciones de similitud—.

1.1. Motivaciéon y objetivos

El objetivo fundamental de esta tesis es el diseno e introduccién de técnicas
de calibrado y desplegado de programas logicos difusos en el sistema FASILL,
con el proposito de avanzar en el desarrollo de un entorno completo de pro-
gramacion logica difusa que incluya utilidades para la compilacion, ejecucion,
optimizacion y depuracién de este tipo de programas. El calibrado de progra-
mas logicos difusos es una técnica automatica que permite a los programadores
ajustar los pesos y las conectivas en las reglas y hechos de un programa, al
disponer de un conjunto de casos de prueba con los valores esperados para una
serie de objetivos. Por otro lado, el desplegado de programas logicos difusos es
una técnica de transformaciéon automaética que permite optimizar los programas
aplicando pasos de computacion sobre los cuerpos de las reglas.

Podemos resumir los objetivos de la tesis en los siguientes puntos.

(1) Implementar y mantener un entorno de programacion logico difuso que
nos permita incorporar todas las caracteristicas y transformaciones que
estudiamos en nuestras investigaciones.
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(2) Extender la sintaxis y la seméntica del lenguaje FASILL para incorporar
constantes (valores y conectivas) simbolicas que no pertenecen al reticulo
asociado al programa, con el fin de posponer la evaluaciéon de las mismas
hasta que sus valores son conocidos.

(3) Definir distintos métodos de calibrado de programas logicos difusos y es-
tudiar su rendimiento y su utilidad en diversos dominios de aplicacién de
interés.

(4) Adaptar al lenguaje FASILL la transformacion de desplegado (clasica en
otros paradigmas declarativos) y caracterizar los programas que pueden
desplegarse de manera segura, proporcionando las demostraciones de co-
rreccion y completitud de la transformacion.

1.2. Contribuciones
Las principales contribuciones de esta tesis se resumen a continuacion.

s Hemos demostrado algunas propiedades sobre la unificacion débil y las
sustituciones [JIMR22b], como la idempotencia de las sustituciones gene-
radas por el algoritmo de unificacion débil (véase la proposicion 2.4), o la
relacion entre el operador de composicion paralela débil (véase la defini-
cion 2.41) y la composicién estandar de sustituciones (véase la proposicion
2.5). Estos resultados son de vital importancia para la demostracion de
correccién del desplegado.

= Hemos dado una especificacion de nuestro lenguaje de programacion 16-
gico difuso FASILL, no solo desde el punto de vista tedrico, sino también
practico [JIMR20], proporcionando una descripcion detallada de nuestra
implementacion de alto nivel escrita en Prolog. Ademas, hemos llevado a
cabo una serie de pruebas para medir el rendimiento y analizar el sobre-
coste que conlleva introducir cada una de las componentes difusas en un
lenguaje l6gico. En esta linea, hemos dotado al sistema FASILL de diversas
caracteristicas y funcionalidades extrapoladas del estandar ISO Prolog en
base a la experiencia adquirida durante el diseno y desarrollo del sistema
Tau Prolog [Ria22a, Ria22b).

» Hemos disefiado una extension simbolica del lenguaje FAsiLL [MPRV17],
que permite la introducciéon de valores y conectivas desconocidas en las
reglas de los programas y en las relaciones de similitud, con el fin de
poder delegar la evaluacién de las mismas hasta que sus valores son co-
nocidos. Ademés, proporcionamos algunas demostraciones que garantizan
la existencia de las mismas respuestas computadas difusas en un progra-
ma SFASILL con independencia de cudndo se reemplacen dichas constantes
simbolicas por valores y conectivas concretas del reticulo (véanse los teo-
remas 4.1, 4.2 y 4.3).
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= Hemos introducido diversas técnicas de calibrado de programas logicos
difusos [MPRV17, MR20, MR21| que permiten ajustar automaticamente
los pesos y las conectivas de un programa a partir de un conjunto de casos
de prueba especificados por el usuario. En particular, hemos disenado tres
algoritmos de calibrado distintos: (1) un método basado en la seméantica
operacional de FASILL que sienta las bases del calibrado (véase el algoritmo
5.1), (2) una mejora del primer método basada en la semantica operacio-
nal de la extensién simbolica SFASILL que calcula derivaciones mas cortas
y puede reducir considerablemente el espacio de busqueda (véase el algo-
ritmo 5.3) y (3) un método basado en resolutores de satisfacibilidad que
permite superar algunas limitaciones del calibrado en FASILL (véase la
seccion 5.4).

= Hemos utilizado las técnicas de calibrado en diversos dominios de apli-
cacion de interés, como la verificacion de la equivalencia de circuitos di-
gitales y el aprendizaje automaético (regresion lineal y redes neuronales)
[RM20, MPR19b|. Ademés, hemos integrado el lenguaje FASILL con una
extension difusa del lenguaje de consulta SPARQL para generar conjuntos
difusos y calibrar consultas FSA-SPARQL [AJBTMR19, AJBTMR21|. En
esta linea, hemos utilizado el calibrado de consultas FSA-SPARQL en el
ambito de las redes sociales [AJBTMR22].

» Hemos adaptado la transformacion de desplegado (clasica de otros pa-
radigmas) al lenguaje 16gico difuso FasiLL [MPR17, JIMR22a] y hemos
caracterizado los programas que pueden ser desplegados de forma segura
mediante una serie de condiciones (véase la definicion 6.7). Hemos dado
las demostraciones de correccion y completitud de esta transformacion
(véanse los teoremas 6.1, 6.2 y 6.3) garantizando la preservacion de las
respuestas computadas difusas y la eficiencia del desplegado.

= Hemos desarrollado una herramienta web que permite ejecutar, calibrar
[MR17] y desplegar [MR19a| programas FASILL, accesible desde la URL
https://dectau.uclm.es/fasill/sandbox. Ademas, hemos relacionado
las técnicas de calibrado y ejecuciéon simbolica con las técnicas de desple-
gado difuso [MPR19a, MR19b].

= Hemos desarrollado herramientas para el diseno y analisis de reticulos y
relaciones de similitud [GMM*17, GMRS18| que permiten generar c6digo
compatible con el sistema FASILL para los reticulos completos y las rela-
ciones de similitud, ademas de verificar determinadas propiedades de los
mismos.

1.3. Estructura de la memoria

En el capitulo 1 hemos establecido la motivacion y los objetivos fundamen-
tales de la tesis, y hemos destacado las principales aportaciones del trabajo
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realizado. Tras este primer capitulo introductorio, la estructura de la memoria
se organiza como sigue.

= En el capitulo 2 presentamos los fundamentos necesarios para abordar los
conceptos estudiados en la tesis. En particular, se revisan las nociones
basicas sobre los sistemas formales, la programacion logica y la logica
difusa. El capitulo termina con una seccién sobre programacion logica
difusa, en la que se abordan diferentes aproximaciones para difuminar
un lenguaje de programacién logico, y sienta las bases para la definicion
de FasiLL. Ademés, en esta seccién proporcionamos algunos resultados
nuevos sobre las propiedades del algoritmo de unificacién débil, el operador
de composicion paralela débil y la composicién estandar de sustituciones.

= En el capitulo 3 describimos en detalle nuestro lenguaje logico difuso FA-
SILL, tanto de forma tedrica como practica. Aqui, describimos la sintaxis,
la seméantica operacional y la seméantica declarativa del lenguaje, y pro-
porcionamos una descripcién general de los aspectos practicos del sistema
FASILL, desde su uso a través de la consola interactiva o la interfaz web,
hasta sus detalles de implementaciéon de alto nivel en Prolog. Termina-
mos este capitulo con una serie de pruebas para evaluar el sobrecoste que
conlleva introducir cada una de las componentes difusas en un lenguaje
logico.

= En el capitulo 4 introducimos una extension simboélica del lenguaje FA-
SILL, denominada SFASILL, que permite utilizar (en las reglas y relaciones
de similitud de un programa) valores y conectivas simbolicas que no per-
tenecen al reticulo asociado al programa. Esta extension simbodlica seré de
gran utilidad en capitulos posteriores para el diseno de algoritmos eficien-
tes de calibrado de programas logicos difusos. Para ello, en este capitulo
presentamos algunos resultados fundamentales sobre la preservacion de las
respuestas computadas difusas de los programas simbolicos.

= FEn el capitulo 5 presentamos una de las aportaciones fundamentales de la
tesis: el calibrado de programas légicos difusos. Formalizamos el concepto
de calibrado y especificamos diversos algoritmos para tal fin, que imple-
mentamos en el sistema FASILL para evaluar su rendimiento. El capitulo
termina con una secciéon donde se muestran varios usos del calibrado en
distintos dominios de aplicacién relevantes como son la verificacion de la
equivalencia de circuitos combinacionales, la web semantica y el entrena-
miento de redes neuronales y modelos de regresion lineal.

= En el capitulo 6 presentamos la segunda aportacion fundamental de la
tesis: el desplegado de programas logicos difusos. Damos una definicion
de desplegado para programas FASILL y mostramos los problemas de co-
rreccion y completitud que puede ocasionar esta transformacion. En esta
linea, caracterizamos los programas FASILL que pueden desplegarse sin
problemas, y proporcionamos la demostracion de correcciéon y completi-
tud del desplegado para estos programas. El capitulo concluye con una
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seccién sobre la implementacion de esta transformacion en el sistema FA-
SILL, y una serie de pruebas para determinar la ganancia de eficiencia de
los programas desplegados.

= Por ultimo, en el capitulo 7 recogemos las conclusiones del trabajo rea-
lizado y mostramos algunas lineas de trabajo que ya se han iniciado en
nuestro grupo o que pueden seguirse en un futuro para ampliar y mejo-
rar las técnicas de calibrado y desplegado de programas logicos difusos
estudiadas en esta tesis.
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Capitulo 2

Fundamentos

Los lenguajes de programacion declarativos se apoyan en algin tipo de logica
que se usa como modelo de computo, donde los programas se especifican como
conjuntos de formulas y la computacion se entiende como una forma de inferen-
cia en dicha logica. En particular, la programacion logica se basa en fragmentos
de la logica de predicados: los programas son conjuntos de clausulas y el meca-
nismo computacional es el principio de resolucion. El objetivo de este capitulo es
revisar las nociones principales sobre la lo6gica de predicados y la programacion
logica al tiempo que definimos conceptos fundamentales para el desarrollo de
este trabajo. El capitulo termina con una introduccion a la logica difusa, que
enlaza con la definiciéon formal del lenguaje FASILL que se proporciona en el
siguiente capitulo.

2.1. Logica

Como preludio al estudio de la programaciéon logica, en esta secciéon se pre-
sentan algunas ideas sobre los sistemas deductivos en general, que se abordan
aqui mediante sistemas formales a dos niveles: (1) la logica proposicional, que
se ocupa de proposiciones simples que se contemplan como un todo indivisible
y que pueden ser combinadas mediante conectivas; y (2) la logica de predica-
dos, donde se efectta un analisis interno de las proposiciones para observar qué
afirman y los objetos de quienes se realizan las afirmaciones.

2.1.1. Sistemas formales

Los sistemas formales son un marco matemaético utilizado para formalizar
los conceptos de teorema y demostracion [Hod13]. Segin [CFC58|, un sistema
formal se define como un cuerpo de teoremas generados por reglas precisas
y referentes a objetos indeterminados (que carecen de significado). En tales
sistemas, la deduccion procede por medio de reglas que son arbitrarias, pero que
estan explicitamente formuladas. Por lo tanto, la validez de una proposicién en
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un sistema formal no requiere ningtin principio intuitivo o previo, ni siquiera los
de la logica. No obstante, siguiendo a Carnap [Car42], algunos autores anaden
ademas un componente semantico a los sistemas formales [JIAO7] que resulta de
especial interés para el estudio de los lenguajes de programacion (que pueden
disenarse y estructurarse como sistemas formales dotados de una sintaxis, un
comportamiento operacional y una seméantica).

Definicién 2.1 (Sistema formal, [JIA07, Hod13]). Un sistema formal S es un
modelo de razonamiento matematico formado por los siguientes componentes:

a) Lenguaje formal. Un lenguaje formal es un conjunto de simbolos y for-
mulas sintacticamente correctas. Para definir un lenguaje formal se necesi-
ta un conjunto (infinito numerable) de simbolos a utilizar en las construc-
ciones de S, denominado alfabeto, y reglas que establezcan qué cadenas de
simbolos son férmulas bien formadas en S.

b) Calculo deductivo. Un célculo deductivo es un conjunto de férmulas y
reglas que permiten obtener nuevas férmulas atendiendo s6lo a aspectos
sintacticos de los simbolos:

b.1) Axiomas. Los axiomas son un conjunto (posiblemente vacio) de for-
mulas bien formadas de S que se admiten dentro del sistema sin
necesidad de demostracion.

b.2) Reglas de inferencia. Las reglas de inferencia son un conjunto finito
de reglas que permiten obtener nuevas formulas a partir de férmulas
anteriormente deducidas.

¢) Semantica formal. La semantica estudia la adscripcion de significado a
los simbolos y formulas del lenguaje. Para ello, se introducen reglas que
permiten asignar significado a los simbolos del alfabeto y las expresiones
del lenguaje formal.

Ejemplo 2.1 (El rompecabezas MU, [Hof79]). El rompecabezas MU es un pro-
blema que involucra un sistema formal denominado MIU, donde se pide que
partiendo de la cadena M1, se consiga derivar la cadena MU en base a unas
reglas. Este sistema se formaliza como sigue.

Lenguaje formal. El sistema MU utiliza solo tres simbolos: M, I, U.
Cualquier cadena compuesta por estos simbolos es una férmula bien for-
mada: MU, UIM, MUUMUU, ...

Axiomas. El tnico axioma es M 1.

Reglas de inferencia. Hay cuatro reglas de inferencia:

xl Mx xIIly zUUy
—— (R1) — (R2) —— (R3)
Mzxx xUy

zIU (R4)

Una vez introducidos los sistemas formales, es posible definir qué es una
demostracion y qué es un teorema. Notese que ambos son conceptos sintacticos.
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Definicion 2.2 (Teorema, [Hod13, JTA07]). Sea S un sistema formal y T' un

conjunto de féormulas bien formadas. Una sucesion finita Ay, ..., A, de formulas
bien formadas de S es una deduccion en S a partir de T' si para todo k €
{1,...,n}, se cumple una de las siguientes condiciones:

a) Aj es un axioma de S;
b) A € T

¢) k > 1y Ag es la conclusion de una regla de inferencia cuyas hipotesis
estan entre las formulas previas Aq, ..., Ap_1.

El daltimo miembro A,, se dice que es deducible en S a partir de I', denotado por
I' kg A, donde los elementos de I" son las premisas y A, es la conclusion de
la deduccion. Una demostracion es una deduccion sin premisas. Si Aq,..., A,

es una demostracion en S, se dice que A,, es un teorema de S, denotado por
Fs A,

Ejemplo 2.2. La formula MIIUU es un teorema del sistema formal MIU. Para
demostrarlo, es suficiente con dar la deduccion:

(1) MI Axioma
(2) MII R2
(3) MIIIT R2
(4) MIIIIU Rl
(5) MIUU R3
(6) MIUUIUU R2
(7) MIIUU R4

Es decir, '_MIU MIIUU.

Se dice que un sistema formal es: consistente, si de él no se desprende ninguna
contradiccion (es imposible demostrar una formula y su negacion); correcto, si
toda féormula demostrable sin premisas es valida; completo, si toda formula que
es valida es demostrable sin premisas; y decidible, si existe un procedimiento
finito para comprobar si una férmula es valida o no [JIAQ7].

2.1.2. Logica de proposiciones

Las proposiciones (o enunciados) son los componentes del discurso que tie-
nen un significado completo. Un enunciado declarativo es aquel que posee un
valor de verdad conocido y pueden formar enunciados compuestos por medio
de conectivas logicas. La ldgica proposicional es el estudio de las relaciones de
diverso tipo que se establecen entre los enunciados (en el plano seméntico) y
entre las formas enunciativas (en el plano sintactico).

Lenguaje formal

A continuacion, se describe el lenguaje formal de la l6gica de proposiciones
dando su alfabeto y las reglas de formacion de las formulas bien formadas.
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Alfabeto. El alfabeto de la logica de proposiciones estéd formado por
un conjunto finito de variables proposicionales V = {p1,p2,ps,...} y las
conectivas 1ogicas — (negacion), A (conjuncion), V (disyuncion), — (con-
dicional material) y > (bicondicional). Ademaés, se suelen incluir algunos
signos de puntuacion como “(” y )”.

Foérmulas bien formadas. Las formulas bien formadas de la logica de
proposiciones se definen inductivamente conforme a las siguientes reglas:

(1) Toda variable proposicional es una formula bien formada.

(2) Si Ay B son formulas bien formadas, también lo son —A, —B, (A A
B),(AVB),(A— B)y (A« B).!

Semantica

La logica proposicional se rige por el principio de bivalencia, segtn el cual
toda proposiciéon —simple o compuesta— tiene un tnico valor de verdad. Cada va-
riable proposicional toma un valor de verdad, que representamos aqui mediante
los simbolos 1 (verdadero) o 0 (falso). Ademas, a cada conectiva se le asigna
una funcion de verdad, que sirve para interpretar las féormulas bien formadas y
darles un valor de verdad.

Definiciéon 2.3 (Funcion de verdad, [Hod13]). Una funcion de verdad n-aria
es una funcion F': {1,0}™ — {1,0}. Una tabla de verdad es una representacion
por extensiéon de una funcion de verdad.

Ejemplo 2.3. Las funciones de verdad de las conectivas logicas -, A,V, —, y <
estan descritas en la tabla 2.1 mediante sus tablas de verdad. Por ejemplo, la
funcién de verdad de la negaciéon queda definida como:

F.(1)=0; F.(0)=1.

Ahora, dada un formula A en la que aparecen las variables proposicionales
P1,P2,---,Pn, tras asignar un valor de verdad a cada una de estas variables,
es posible calcular el valor de verdad de A mediante las funciones de verdad
F F\,F,,F,yF,.

INotese que los simbolos A y B no pertenecen al lenguaje formal de la 16gica proposicional.
Son variables metalingiiisticas utilizadas para definir esquemas de féormulas.

Tabla 2.1: Definicion de las conectivas logicas.

A B|-A -B AANB AvB A—B A&B
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
10 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1 1
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Definicion 2.4 (Asignacion de verdad, [Hod13]). Una asignacidn de verdad
(o simplemente asignacion) es una funcion ¢ : ¥V — {1,0} que asigna a cada
variable proposicional un valor de verdad.

Definiciéon 2.5 (Valoracion, [JI04]). Dada una asignacion de verdad ¢, una
valoracion ¥4 es una extension de ¢ a la que se le anade la interpretacion de las
conectivas logicas para poder asignar un valor de verdad a una férmula A. La
funcién ¥4 se define inductivamente como:

(1) J4(A) = ¢(A) si A€V

(2) Vg(mA) = F-(V4(A));

(3) Vo(AN B) = FA(94(A),04(B));
(4) 94(AV B) = Fy(94(A),04(B));
(5) Vg(A = B) = F,(04(A), V(B));
(6) Yo(A < B) = Foy (95 (A), V4(B)).-

Ejemplo 2.4. Sea A la formula —(p; V p2) — (p1 — p3) y ¢ la asignacion de
verdad definida como ¢(p1) = ¢(p2) = 1y ¢(ps) = 0. El valor de verdad de A
bajo la valoracién v, es el siguiente:

Vg(A) = Jg(=(p1Vp2) = (p1 = p3))

= FL(0s(=(p1Vp2)),9s(p1 — p3))
V(1 V p2)), Fos (9(p1), 94(p3)))
(1), 96(p2)))s Fs (9(p1), 9(p3)))
o(p1), 9(p2))), Fs ((p1), #(p3)))
1,1)), F(1,0))

= (£~
- FL(F.
(
(

J
/—\/\/-\A

5
—~ —~

F
= F*)
=1
En lo que sigue, denotaremos una valoracién simplemente por ¥ cuando no

queramos hacer énfasis en la asignacion ¢ empleada. El concepto de valoracion
permite definir la equivalencia de dos férmulas desde el punto de vista logico.

Definicion 2.6 (Equivalencia logica, [JI04]). Dadas dos formulas A y B, se
dice que son ldgicamente equivalentes, denotado por A < B, si y solo si para
toda asignacion ¢, V4(A) = J4(B).

Ademas, se dice que una formula A es: una tautologia, si toma el valor de
verdad 1 para toda valoracién; una contradiccion, si toma el valor de verdad
0 para toda valoracién; y una contingencia, si toma el valor de verdad 1 para
algunas valoraciones y 0 para otras. También se dice que A es satisfacible si toma
el valor de verdad 1 para alguna valoracion, o insatisfacible en caso contrario.

Ejemplo 2.5. La formula mostrada en el ejemplo 2.4 es una tautologia, ya que su

valor de verdad es 1 para cualquier valoraciéon, como se observa en la siguiente
tabla de verdad.
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pr P2 p3 | ~(p1Vpa) | pr = p3 | 2(p1 Vp2) = (p1 = p3)
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1

Saber a qué categoria pertenece una formula es decidible: basta con calcular
la tabla de verdad de la férmula correspondiente, como en el ejemplo 2.5. No
obstante, confirmar la correccion de un argumento mediante este método es
inabordable cuando el nimero de variables proposicionales crece. Por esta razon,
a continuacién se introduce un calculo deductivo para el sistema formal de la
logica proposicional con el fin de poder demostrar la validez de un argumento
con métodos puramente sintacticos.

Calculo deductivo

Como se indico al principio del capitulo, muchas decisiones que se toman al
caracterizar un sistema formal son arbitrarias. Por ello, existen diferentes axio-
matizaciones —equivalentes— del calculo proposicional [II65]. Aqui, se presenta
uno cuyos axiomas se deben a Lukasiewicz.

Axiomas. Sean A, B y C féormulas bien formadas, los siguientes son
axiomas del sistema:?

(L1) (A= (B—=A)
(L2) (A (B—-0)—=((A—=B)—=(A—=0)))
(L3) (((=4) = (=B)) = (B — A4))
Reglas de inferencia. S6lo hay una regla de inferencia, denominada
modus ponens:

A A— B

MP
—— (MP)

Notese que en este sistema sélo se usan dos de las conectivas logicas: la
negacién (=) y el condicional material (—).2> El resto pueden obtenerse por
equivalencia utilizando estas dos conectivas:

2Téngase en cuenta que L1, L2 y L3 no son propiamente féormulas sino metaférmulas, por
lo que, en realidad, representan esquemas de axiomas, es decir, conjuntos infinitos de axiomas,
uno por cada instancia que se derive de la metaférmula al concretar las metavariables A, B y
C.

3Se dice que {—, —} es un conjunto adecuado de conectivas, ya que cualquier funcién de
verdad de la logica proposicional puede expresarse como una féormula bien formada utilizando
s6lo estas conectivas.
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= (A A B) es equivalente a (-(A — (=B)));
» (AV B) es equivalente a ((—A) — B);

» v (A < B) es equivalente a (—((A — B) — (=(B — A)))).

Ejemplo 2.6. Para toda formula bien formada A, la (meta)formula (A — A)
es un teorema del sistema formal de la logica proposicional, ya que es posible
construir una deduccion sin premisas de (A — A):

1) (A2(A=A)—>A) (A= (A—-A)—=>(A—4)) L2
(2) A= ((A—A4) —A4) L1
B) (A=-(A—-A4)—> (A= A) MP; 5
4) A—-(A—-4) L1
5) (A=A MP3 4

Limitaciones

El siguiente ejemplo revela las limitaciones de la l6gica proposicional, que usa
exclusivamente propiedades de las conectivas sin ocuparse del anélisis interno
de las proposiciones.

Ejemplo 2.7. El argumento correcto que sigue:
Todos los hombres son mortales,

Socrates es hombre
.. Socrates es mortal

reproduce un ejemplo clasico de silogismo que se formaliza en la logica de pro-
posiciones mediante el argumento (p1,ps .". p3), donde p; y p2 son las premisas
y p3 es la conclusion. Ahora bien, en la logica referida no se puede deducir la
conclusién psz a partir de esas premisas. Para concluir que “Socrates es mortal”
es necesario un anéalisis més preciso de las oraciones y un lenguaje formal méas
rico.

La logica de predicados, que se aborda a continuacion, extiende la logica de
proposiciones incorporando el concepto de predicado y de término, que formali-
zan el predicado verbal y el sujeto del enunciado y aportan, como es de esperar,
mayor expresividad y capacidad deductiva al lenguaje 16gico.

2.1.3. Logica de predicados

La ldgica de predicados (que aqui serd sindénimo de lenguaje de primer orden)
responde a la necesidad de disponer un lenguaje formal especifico que capte la
riqueza del lenguaje natural y la exprese con la mayor precisiéon posible, su-
perando las limitaciones de la l6gica proposicional que no interviene en analizar
los enunciados elementales [JIAQT].
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Lenguaje formal

El alfabeto de cada formalismo esta constituido por dos clases de simbolos:
los comunes a todo formalismo y los propios a él.

Alfabeto. El alfabeto de la légica de predicados esta formado por un con-
junto infinito numerable de variables V = {x1,x2, 3, ...}, las conectivas
logicas =, A, V, = y ¢, y los cuantificadores V (para todo) y 3 (existe).
También se suelen incluir algunos signos de puntuacion como “(” y “)”.
Ademas, cada formalismo puede disponer desde uno hasta una cantidad
infinita numerable de: simbolos de constante C = {ay, as, as, ...}, simbolos
de funcion n-arios F = {f]', f3, f3, ...}, y simbolos de predicado n-arios
P = {pt,p5.p%,...}.

Antes de especificar las reglas de formaciéon de las férmulas bien formadas
en la légica de predicados, es necesario introducir los conceptos de término y
formula atémica.

Definicién 2.7 (Término). Un término es una expresion en la que intervienen
simbolos de variable, simbolos de constante y simbolos de funcién, que se define
conforme a las siguientes reglas:

(1) Todo simbolo de variable o constante es un término.

(2) Sity,ta,...,t, son términos y f™ es un simbolo de funcién n-ario, entonces
f™(t1,ta,...,ty) es un término.

Denotamos por 7 el conjunto de todos los términos.

Definicion 2.8 (Formula atémica). Una formula atémica (o dtomo) es una
expresion en la que intervienen términos y simbolos de predicado, que se define
conforme a la siguiente regla:

(1) Sity,ta,...,t, son términos y p™ es un simbolo de predicado n-ario, en-
tonces p"(t1,ta,...,t,) es una formula atomica.

Los términos son los elementos de la logica de predicados que se interpretan
como objetos de un universo de discurso, mientras que las formulas atémicas son
las expresiones méas simples del lenguaje que se interpretan como enunciados.
Cuando un término o 4tomo no contiene variables, se dice que es bdsico.

Formula bien formada. Las férmulas bien formadas de la logica de
predicados se definen inductivamente conforme a las siguientes reglas:

(1) Toda féormula atémica es una formula bien formada.

(2) Si Ay B son formulas bien formadas, también lo son —A, =B, (A A
B),(AVB),(A— B)y (A« B).

(3) Si « es un simbolo de variable y A es una férmula bien formada,
también lo son (Vz)A y (3x)A.
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El radio de accion de un cuantificador en la formula (Vz)A o (3x)A es A. Se
dice que la ocurrencia de una variable x en una férmula A es ligada si aparece
dentro del radio de accién de un cuantificador. En caso contrario, se dice que la
ocurrencia es libre. Ademés, una féormula bien formada es cerrada si en ella no
aparecen variables libres, o abierta en caso contrario.

A continuacién se introduce un importante tipo de férmulas denominadas
cldusulas, que tienen un papel fundamental en la demostracion automatica de
teoremas, como se vera méas adelante.

Definicion 2.9 (Literal). Un literal es una féormula atomica o su negacion. Un
literal positivo es una féormula atomica. Un literal negativo es su negacion.

Definicién 2.10 (Clausula). Una cldusula es una férmula de la forma:
(Vap) ... (Vap) (L1 V...V L)

donde L,...,L,, son literales y z1,...,z, son todas las variables que ocurren
en Lq,...,Ly,.

Semantica

Al igual que en la logica proposicional, para poder discutir sobre la verdad
o falsedad de una férmula en un lenguaje de primer orden, es necesario asignar
un significado a sus simbolos. Por lo tanto, interpretar un formalismo consiste
en seleccionar un dominio al que se referiran las variables, y asignar significados
a los simbolos de constante, funciéon y predicado del formalismo [Llo12].

Definicion 2.11 (Interpretacion, [JIA07]). Una interpretacion Z es un par
(Dz,J) que consiste en un conjunto no vacio Dz (el dominio de Z), y una
aplicacion J que asigna:

a) A cada simbolo de constante a;, un elemento del dominio J(a;) € Dz.
b) A cada simbolo de funcién n-ario f;*, una funcion J(f}*) : D} — Dz.
c) A cada simbolo de predicado n-ario p}, una relacion J(p}) C Dj.

Una vez se ha interpretado el formalismo, se puede discutir la verdad o
falsedad de una férmula. No obstante, falta un paso previo si la formula no es
cerrada: asignar valores a las variables que aparecen libres.

Definicion 2.12 (Asignaciéon en 7). Una asignacion en Z es una funciéon
¢ : V — Dz que asigna a cada variable un elemento del dominio de inter-
pretacién. Una asignacién puede extenderse a todos los términos del lenguaje
inductivamente como sigue:

(1) ¢(a) = TJ(a) sia€C;
(2) o(fr(t1, .. stn)) = T (D(t1), ... d(tn)) si f € Fy ty,...,t, son

términos.
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Definicion 2.13 (Valoracion en 7). Dada una asignacion ¢ en Z, una valoracion
¥4 en I es una extension de ¢ a la que se le anade la interpretacion de las
conectivas logicas, los cuantificadores y las férmulas atomicas para poder asignar
un valor de verdad a una férmula. La funciéon ¥4 se define inductivamente como:

(1) Jg(=A) = F-(94(A));

(2) Jo(ANB) = Fr(04(A),04(B));
(3) Yu(AV B) = F\(94(A),04(B));
(4) U3(A = B) = F,(94(A),95(B));
(5) (A & B) = Fe, (94(A), 9(B));

(6) ¥y((Vz)A) =181y solo si Vg (A) = 1 para toda asignacion ¢’ que difiere
de ¢ solo en el valor de z, en caso contrario ¥4 ((Vz)A) = 0;

(7) ¥4((3x)A) = 1siy solosi ¥y (A) = 1 para alguna asignacion ¢’ que difiere
de ¢ solo en el valor de z, en caso contrario ¥4 ((3z)A) = 0;

(8) Yp(p™(t1,...,tn)) = 1 si y solo si (¢(t1),...,0(tn)) € T(p™), en caso
contrario Yy (p™(t1,...,tn)) = 0.

Se dice que una formula A es: verdadera en Z, si toda valoracion en 7 satisface
A; falsa en Z, si no existe ninguna valoracion en Z que satisfaga A; ldgicamente
vdlida, si para toda interpretacion Z, A es verdadera en Z; insatisfacible, si para
toda interpretacion Z, A es falsa en Z; y satisfacible, si existe una interpretacion
7 y una valoracion en ella que satisface A en 7.

Notese que, cuando la férmula es cerrada, su valor de verdad no depende de
una asignacién en particular. En tal caso, se puede hablar de la satisfacibilidad
de una formula en una interpretacion sin ambigiiedad [Llo12].

Definicién 2.14 (Modelo). Sea Z una interpretacién de un lenguaje de primer
orden £ y A una férmula cerrada de £. Entonces, Z es modelo de A si A es
verdadera en Z. Sea I' un conjunto de féormulas cerradas de £, Z es modelo de
I" si es modelo para cada una de las féormulas de I'.

Ejemplo 2.8. Dada la formula (Va1)(Va2)p?(f2 (21, 22), f(22,21)), una posible
interpretacion Z es aquella que asigna como dominio el conjunto de los ntimeros
naturales N, y que al simbolo de funcién f? le asigna la funcién suma (+ :
N x N — N), y al simbolo de predicado p? la relacion de igualdad (= C N x N).
En Z, la formula expresa el enunciado verdadero “para todo par de ntmeros
naturales, su suma es conmutativa’.

En programacion logica, un programa es un conjunto de clausulas A y el
interés reside en, dado un objetivo G, conocer si G se puede deducir a partir de
A. Por lo tanto, el concepto de consecuencia ldgica es de especial interés.
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Definicion 2.15 (Consecuencia logica). Sea I' un conjunto de formulas cerradas
y A una férmula cerrada de un lenguaje de primer orden L. Entonces, A es
consecuencia logica de T'; denotado T' F A, si para toda interpretacion Z de L,
si Z es modelo de T" entonces Z es modelo de A.

Proposicion 2.1. Sea I' un conjunto de formulas cerradas y A una formula
cerrada de un lenguaje de primer orden L. Entonces, A es consecuencia ldgica
de T si y solo si ' U{—A} es insatisfacible.

Asi, el principal problema a resolver ahora es el de demostrar la insatisfacibi-
lidad de AU{—G}, donde A es un programa y G un objetivo. Segin la definicion,
esto implicarfa mostrar que toda interpretacion Z no es modelo de AU{=G}, no
obstante, esto es inviable ya que se pueden formar infinitos dominios de interpre-
tacion y es imposible considerarlos todos [Llo12]. Por suerte, existe un dominio
de interpretacion concreto en el que basta explorar la insatisfacibilidad de una
formula para probar su falsedad sobre cualquier interpretacion. Este dominio se
denomina universo de Herbrand.

Teorema de Herbrand

Un conjunto de férmulas I' genera un lenguaje de primer orden £ cuyo alfa-
beto esta constituido por los simbolos de variable, constante, funciéon y predicado
que aparecen en dichas formulas.

Definicién 2.16 (Universo de Herbrand). Dado un lenguaje de primer orden £,
el universo de Herbrand Uy de L es el conjunto de todos los términos basicos de
L. (En caso de que £ no contenga simbolos de constante, se anade una constante
arbitraria a para poder formar términos basicos).

Definicion 2.17 (Base de Herbrand). Dado un lenguaje de primer orden £, la
base de Herbrand B, de L es el conjunto de todos los atomos béasicos de L.

Ejemplo 2.9. Sea A el conjunto de clausulas {p}(a1), (Vz1)(pi(fi(z1))V-pi(z1))}
cuyo lenguaje de primer orden L subyacente contiene los simbolos de constan-
te C = {a1}, los simbolos de funcion F = {f{} y los simbolos de predicado
P = {p}}. Entonces, el universo de Herbrand de L es

Ue = {ar, fi(ar), f1 (i (a1), fi (fi (fi(a1)))s - ).
Ademaés, la base de Herbrand de L es

Be = {pi(a1), p1(fi (), pi(fi (fi (@), p1(fi (fi(fi(ar))),.. -}

Definicion 2.18 (Interpretacion de Herbrand, [JIA07]). Dado un lenguaje de
primer orden L, una interpretacion de Herbrand de L es una interpretacion
T = (Ug,J) de L, donde el dominio es el propio universo de Herbrand para L,
y J es una aplicacién que asigna:

a) A cada simbolo de constante a; de £, el mismo simbolo a;: J(a;) = a;.
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b) A cada simbolo de funcién n-ario f* de £, una funcion J(f*) : U} — U
que asocia a cada secuencia de términos basicos t1, ... ,t, de U, el término
basico fI'(t1,...,t,) de Ur.

¢) A cada simbolo de predicado n-ario p!' de L, cualquier subconjunto J (p}")
de n-tuplas de términos basicos de Up.

Dado que para las interpretaciones de Herbrand el dominio y el significado de
los simbolos de constante y de funciéon son fijos, una interpretaciéon de Herbrand
queda caracterizada por un subconjunto de la base de Herbrand, que representa
los 4tomos bésicos que son ciertos en dicha interpretacion.

Definicion 2.19 (Modelo de Herbrand). Sea £ un lenguaje de primer orden y
I" un conjunto de férmulas cerradas de £. Un modelo de Herbrand de I' es una
interpretacién de Herbrand de £ que es modelo de T'.

Una de las propiedades mas importantes de las interpretaciones de Herbrand
se establece en las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.2. Sea A un conjunto de cldusulas satisfacible. Entonces, A
tiene un modelo de Herbrand.

Proposicion 2.3. Sea A un conjunto de clausulas. Entonces, A es insatisfacible
si y solo si A no tiene ningun modelo de Herbrand.

A partir de estos resultados se infiere que para probar la insatisfacibilidad de
un conjunto de clausulas A, basta con analizar si A es insatisfacible para toda
interpretacion de Herbrand. Mas atn, el teorema de Herbrand [Her30] establece
que un conjunto de clausulas A es insatisfacible si y solo si existe un conjunto
de instancias bdsicas de A que es insatisfacible.

Definicion 2.20 (Instancia basica). Sea A un conjunto de clausulas de un
lenguaje de primer orden £. Una instancia bdsica de una clausula C' de A es
la clausula obtenida tras sustituir cada una de las variables de C' por elementos
de Z/{E.

Esto sugiere un procedimiento de prueba basado en criterios semanticos en
el que, para comprobar la insatisfacibilidad de un conjunto de clausulas A, se
genera un conjunto A} de instancias basicas hasta un determinado nivel i, y
se prueba la insatisfacibilidad de A} con algin método de satisfacibilidad de la
logica de proposiciones. Si A es insatisfacible, Al sera insatisfacible para algan
conjunto de instancias bésicas de un determinado nivel ¢ y el procedimiento
terminaré. No obstante, si A es satisfacible, el procedimiento puede no terminar.
Ejemplo 2.10. Dado el conjunto de clausulas A del ejemplo 2.9, supongamos que
queremos comprobar que el objetivo G = pl(fi(fi(a1))) es consecuencia logica
de A. Por la proposicion 2.1, esto es equivalente a demostrar que A’ = AU{-G}
es insatisfacible.

(1) Up = {ar}, A = {pi(ar),pi(fi(a1)) V —pi(ar), =pi(fi (fi(a1)))}. Af no
es insatisfacible.
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(2) Ur = {an, fi(a1)}, A7 = {pi(a1),pi(fi(a1)) V =pi(ar), pi(fi(fi(a1))) Vv
—p(fi(ar)), —~pi(fi(fi(a1)))}. A} es insatisfacible.

Por lo tanto, A’ es insatisfacible y G es consecuencia logica de A.

2.2. Programacion logica

Para evitar la ineficiencia de la implementacion directa del teorema de Her-
brand, que genera de manera sistematica conjuntos de instancias basicas, en
esta seccion se introduce el principio de resolucidn de Robinson [Rob65]: una
regla de inferencia para féormulas en forma clausal que —junto con la unificacion—
constituye un calculo deductivo completo, y proporciona un método sintactico
de prueba por refutacion.

El objetivo fundamental de la programacion logica es la ejecucion eficiente de
programas logicos, computando para qué valores de las variables de una cldusula
objetivo se cumple que el objetivo es consecuencia logica del programa. Para
ello, se hace uso de un tipo particular de clausulas: las cldusulas de Horn.

Definicion 2.21 (Clausula de Horn). Una cldusula de Horn (o cldusula defini-
da) es una clausula con, como mucho, un literal positivo. El literal positivo se
denomina cabeza, y el resto de literales se denominan cuerpo.

Por lo tanto, una clausula de Horn es una clausula con la siguiente forma:
AV ...VA,V-BV...V-B, con (k=10k=0)yn>0. En el ambito
de la programacion légica, las clausulas de Horn se suelen expresar en forma de
implicacion inversa: A1V...VAg < BiA...AB,, que es una férmula logicamente
equivalente a la anterior y permite una lectura més apropiada desde el punto
de vista procedural.

Definicion 2.22 (Programa logico definido). Un programa definido II es un
conjunto de clausulas definidas con cabeza.

Ejemplo 2.11. El conjunto de clausulas

o— { Cy: app(nil,x1,x1) —
Co: app(cons(wy,2), 3, cons(x1,r4)) <  app(xs,r3,T4)

es un ejemplo de programa logico definido. Las clausulas Cy y C5 definen el
predicado app.

2.2.1. Sustituciones

El principal objetivo de computar enlaces se lleva a cabo por medio de
la unificacién sintactica de términos. Estos enlaces se formalizan y manipulan
mediante el concepto de sustitucion.

Definicién 2.23 (Sustitucion). Sea £ un lenguaje de primer orden. Una susti-
tucion es una aplicacion 0 : V — T que asigna un término de £ a cada variable
del conjunto V.
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La notacion {x1/ti, ..., zx/tr} hace referencia a una sustitucion que asigna a
cada variable z; el término correspondiente t;, para todo 1 < ¢ < k, y que al resto
de variables asigna la propia variable. Se denomina dominio de la sustitucion al
conjunto de variables reemplazadas, dom(6) = {z € V : 6(z) # x}. Denotamos
por 0[X] a la sustitucion obtenida tras restringir el dominio de # al conjunto de
variables X C V.

Definicién 2.24 (Instancia, [CL14]). La aplicaciéon de una sustitucién 6 =
{z1/t1,...,2,/t,} a una expresion E, denotado E6, se obtiene reemplazando
—simultaneamente— cada ocurrencia de x; en la expresion E por el término t;.
Se dice que E6 es una instancia de E.

Como toda aplicacion, las sustituciones pueden componerse. Dadas dos sus-
tituciones 6 y o, su composiciéon es la sustitucion 0o tal que E(6o) = (Ef)o.
Las sustituciones conforman un monoide bajo la composicién, ya que es una
operacion interna, asociativa y tiene elemento neutro: la sustitucion identidad
(denotada id), que asigna cada variable a ella misma.

Ademaés, la composicion induce una relacion de preorden (esto es, una rela-
cion reflexiva y transitiva) sobre las sustituciones. Dadas dos sustituciones 6 y
o, se dice que 6 es mas general que o, denotado 6 < o, si y solo si existe una
sustitucion ¢ tal que 6 = o.

Definicion 2.25 (Sustitucion idempotente). Una sustitucion 6 es idempotente
si y solo si 66 = 6. Equivalentemente, 6 es idempotente si y solo si dom(0) N
vars(ran(6)) = 0 [Pal90].

Estas sustituciones son de especial interés, ya que todas las sustituciones
computadas por el principio de resolucién son idempotentes.

Definiciéon 2.26 (Renombramiento). Una sustitucion p es un renombramiento
si es una aplicacién biyectiva p : V — V. Es decir, p es un renombramiento si
existe una sustitucion inversa p~! tal que pp~! = p~1p = id.

Dadas dos expresiones Fq y Fs, se dice que son wvartantes si existen dos
renombramientos 6 y ¢ tal que Fy = Fx0 y Es = Ejo0.

2.2.2. Unificaciéon

La unificacion es un proceso por el que dos o més expresiones se vuelven
sintacticamente idénticas mediante la aplicacion de una sustituciéon, denomina-
da unificador. Este tipo de sustituciones sintetiza la nocién de computo en el
contexto de la programacion logica [JIA07].

Definiciéon 2.27 (Unificador). Una sustitucion 6 es un unificador de un con-
junto de expresiones S = {F1,...,E,} siysolosi E10 = ... = E, 0. Se dice que
el conjunto S es unificable si existe un unificador para él.

Definicién 2.28 (Unificador mas general). Un unificador 6 de un conjunto de
expresiones S es un unificador mds general (o m.g.u.) de S si y solo si, para
cualquier otro unificador 6’ de .S, se verifica que 6 < ¢'.



2.2. PROGRAMACION LOGICA 21

Este proceso fue estudiado por primera vez por J. Herbrand en teoria de la
demostracion [Her30|, y posteriormente fue denominado wunificacidn por J. A.
Robinson en su trabajo preliminar sobre demostracién automatica de teoremas
en la logica de primer orden [Rob65]. Desde entonces, se han propuesto diversos
algoritmos de unificaciéon. Aqui, se presenta el algoritmo dado por A. Martelli
y U. Montanari en [MM82], reformulado como un sistema de transicién de es-
tados equipado con una relacién de unificacién (denotada =,4,,). La relacion
de unificacién =4, es la minima relacion definida por el conjunto de reglas de
transicion dadas en la figura 2.1.

{f(try. o ytn) = f(s15-.-,82)}US, 0)
{t1 =81,...,tn =8,}US,0)

(1)

{x=2}US,0) 9 {x=t}US,0), x¢&wvars(t)

(5,0) SGait oy )
{t=2}US,0) {z=t}US,0), © € vars(t)
(w=nus8 Y (Fallo, 0) (5)

<{f1(t17"'7tn) = f2(513-'~75n)}USae>a fl 7é f2 (6
(fallo, 6)

)

Figura 2.1: Reglas de transicion de la relaciéon de unificacion (=mgu)-

La unificacién de las expresiones E; y FE5 se obtiene por medio de una
secuencia de transformaciones, empezando por el estado inicial (G = {E; =
EQ},Z'GZ>Z

(G,id) =mgu (G1,01) =mgu - - - = mgu (Gn,0n).

Cuando se alcanza el estado final (G, 0,), con G,, = 0, las expresiones F; y Fs
son unificables con m.g.u. ,,, denotado mgu(E1, E3) = 6,,. Si las expresiones F;
y E5 no son unificables, el algoritmo termina con un estado de fallo (G,,,0,) =
(fallo,6,).

2.2.3. Resolucion

El principal inconveniente de los métodos de prueba basados en el teore-
ma de Herbrand es que requerian generar conjuntos de clausulas bésicas hasta
obtener una insatisfacible, dando lugar al problema denominado “explosién com-
binatoria”. Este problema de la explosion combinatoria fue eliminado por J. A.
Robinson mediante la introduccion de la unificacion [Rob65]. Dadas dos clau-
sulas C7 y Cs sin variables en comiin, la regla de resolucion puede resolverlas si
contienen literales complementarios:
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L, € Cy, Ly €Cy, wars(Cy)Nuars(Cqy) =0, mgu(Ly,—Ls) =06
((Cr ={L1}) U (C2 — {L2}))0

Dado un conjunto de clausulas A, si existe una deduccién de la clausula vacia
[] a partir de A usando la regla de resolucion, entonces A es insatisfacible. El
problema es que no hay una estrategia fija para guiar la busqueda de dicha de-
duccidn, y la aplicacion sin restricciones de la regla de resolucién puede generar
clausulas redundantes o irrelevantes para los objetivos de la prueba [CL14].

Este problema es mitigado en programacion légica mediante la estrategia de
resolucion SLD (acrénimo de «resolucion lineal selectiva para clausulas defini-
das»): un refinamiento del procedimiento de refutacion por resoluciéon descrito
originalmente por R. Kowalski [Kow74]| donde, tras cada paso de resolucion sobre
un objetivo (cuyos literales son todos negativos) con una clausula del programa
(que solo contiene un literal positivo), se obtiene otro objetivo como clausula
central.

(RES)

Definicion 2.29 (Regla de computaciéon). Una regla de computacion (o funcion
de seleccion) es una funciéon ¢ que, cuando se aplica a un objetivo G, selecciona
un atomo de G.

A continuacion, se define la seméntica operacional de la programacién logica
como un sistema de transicién de estados. Denotamos por C[A] a una formu-
la donde A es una subexpresion (normalmente un atomo) que ocurre en C,
mientras que C[A/A’] significa el reemplazo de A por A" en C.

Definiciéon 2.30 (Resolucion SLD). Sea (G, 0) un estado, donde G es un obje-
tivo y # una sustitucion, y sea II un programa logico definido. Dada una funcion
de seleccion ¢, definimos la resolucion SLD como un sistema de transicion cuya
relacion de transicion =gy p es la menor relaciéon binaria que satisface:

(G.0), p(G)=A, (H< B)ell, mgu(A,H)=0

(G|A/B]o, bo)
Una derivacion SLD es una secuencia (Go,id) =srp (G1,01) =sLp --- =sLD
(Gn, 0,,) de pasos de resolucion. Una refutacion SLD es una derivacion de éxito,

es decir, que conduce a la clausula vacia: (Go,id) =srp ... =srp {,0), donde
0 es la respuesta computada en la derivacion.

(sLD)

Ejemplo 2.12. Sea II el programa logico definido mostrado en el ejemplo 2.11,
y sea G el objetivo < app(z1, z2, cons(a, cons(b,nil))). La siguiente es una re-
futacion SLD para el objetivo G:

— app(x1, 22, cons(a, cons(b, nil))), id) :>§iD

+— app(xs, x6, nil), {x1/cons(a, cons(b, x5)), x2/x6}) :>§1LD

(

(< app(xs, x4, cons(b,nil)), {x1/cons(a, x3),x2/x4}) :>§iD
(

(0, {x1/cons(a, cons(b,nil)), xo /nil})
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Entonces, la sustitucion {1 /cons(a, cons(b, nil)), x2/nil} es una respuesta compu-
tada para el objetivo G. Tal y como se muestra en la figura 2.2, hay otras dos
respuestas computadas asociadas a este objetivo.

<— app( xl,xg,cons a, cons(b,nil))

o e

<« app( xg,x4,cons (b, nil))
{z1/nil, xg/cons a, cons(b,nil))} {z1/cons(a,x3) xg/x4}

o @

+— app(zs, g, ml
{z1/cons(a, ml) xg/cons(b,nil)} | | {z1/cons(a,cons(b,xs)), z2/x6}

¢

{z1/cons(a, cons(b nil)), xo /nil }

Figura 2.2: Arbol de derivacion.

Un aspecto importante del método de resoluciéon SLD es que es indepen-
diente de la funcién de seleccion utilizada. El siguiente resultado justifica que
la seleccion de un atomo en un objetivo se puede realizar arbitrariamente, sin
afectar al resultado de la computacion.

Teorema 2.1 (Independencia de la regla de computacion, [JIA07]). Sea II un
programa légico definido y sea G un objetivo definido. Si existe una refutacion
SLD para TU{G} con respuesta computada 6, usando una regla de computacion
@, entonces existe también una refutacion SLD para I U {G} con respuesta
computada 0', usando cualquier otra regla de computacion ¢, tal que GO’ es
una variante de GO.

2.2.4. El lenguaje Prolog

Prolog (abreviatura de « PROgrammation en LOGique») es un lenguaje de
programacion logica de proposito general, disefiado en 1972 por A. Colmerauer
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y P. Roussel en la Universidad de Aix-Marseille [CR96]. En 1995 se publico
el estandar ISO Prolog (ISO/IEC 13211-1) [ISO95| con el fin de promover la
portabilidad de los programas Prolog entre los distintos sistemas, especificando
la sintaxis, la seméantica operacional, los predicados incorporados y la represen-
tacion de la entrada/salida producida por Prolog.

Sintaxis

El 1nico tipo de dato en Prolog es el término. Los términos pueden ser
constantes (dtomos* o ntimeros), variables o términos compuestos:

(1) Un atomo es cualquier secuencia de caracteres encerrada entre comillas
simples; cualquier secuencia de caracteres alfanumeéricos y guiones bajos
precedida de un caracter en minisculas; cualquier secuencia formada por
los caracteres +, -, *, /, \, °, > <, = :, ., 7,0 # $ y & o uno de los
siguientes atomos especiales: !, ;, [1, {3.

(2) Una variable es cualquier secuencia de caracteres alfanumeéricos y guiones
bajos precedida de un caracter en mayusculas o de un guion bajo. Una
variable llamada “_” se dice que es una wvariable andnima, que unifica con
cualquier término sin ligar su valor a la variable.

(3) Un término compuesto es una estructura formada por un atomo seguido de
una serie de términos encerrados entre paréntesis y separados por comas.

Los operadores en Prolog son simplemente una conveniencia de notacién y
pueden ser definidos por el usuario. En la tabla 2.2 se muestran los operadores
predefinidos. Las instrucciones en Prolog se codifican como clausulas definidas
sucedidas de un punto, donde las conectivas logicas se representan por los ope-
radores (,)/2 (conjuncion), (;)/2 (disyuncion), (\+)/1 (negacion) y (:-)/2
(implicacién inversa).

Ejemplo 2.13. El programa logico definido mostrado en el ejemplo 2.11 puede
ser codificado en Prolog como sigue:

append([], X, X).
append([HIT], X, [HIS]) :- append(T, X, S).

Semantica operacional

En esencia, un programa Prolog se ejecuta utilizando el mecanismo opera-
cional de la resolucion SLD, alejandose de algunos de los supuestos formales
de esta. En particular, la regla de computacion de Prolog siempre selecciona
el atomo situado méas a la izquierda dentro del objetivo a resolver, e intenta

4En Prolog, un atomo es un identificador sin significado inherente, que se utiliza para
representar una constante. No se debe confundir con un atomo (en el sentido de férmula
atémica) en logica de primer orden.
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Tabla 2.2: Operadores predefinidos de Prolog.

Prioridad  Asociatividad Operadores

1200 xfx - -

1200 fx - 7-

1100 xfy ;

1050 xfy ->

1000 xfy ,

900 fy \+

700 xfx = \=

700 xfx = \== @< @=< 0> o>=
700 xfx =..

700 xfx is =:= =\= < =< > >=
500 yix + - /N O\

400 yix * / // rem mod << >>
200 xfx *k

200 xfy -

200 fy -+ \

unificarlo con las cabezas de las clausulas del programa, considerandolas en el
orden textual en el que aparecen dentro del programa. A la hora de unificar dos
expresiones, Prolog omite la comprobacion de ocurrencia de variables (en las re-
glas de transicion (3) y (5) de la figura 2.1) por motivos de eficiencia. Ademas,
utiliza una regla de bisqueda en profundidad con vuelta atras automatica.

Predicados incorporados

El estandar ISO Prolog define un gran repertorio de predicados incorporados
y estructuras de control que proporcionan mecanismos que no pueden obtener-
se en Prolog puro, o que simplemente proveen de facilidades al programador.
Entre otros, se incluyen predicados para la unificacion y comparaciéon de tér-
minos, verificacion de tipos, evaluacién y comparacion aritmética, creacion y
destrucciéon de clausulas, busqueda de todas las soluciones, procesamiento de
atomos, control de ficheros y entrada/salida, manejo de excepciones, etcétera.
Puede consultarse un listado completo en [ISO95].

2.3. Loégica difusa

En esta seccion se revisan las nociones bésicas de la ldgica difusa, formuladas
por primera vez por L. A. Zadeh en su articulo sobre conjuntos difusos [Zad75|
con la intencién de incorporar a la logica formal los predicados de carécter
impreciso del lenguaje ordinario, lo cual ha permitido iniciar la construccion del
razonamiento aproximado.
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2.3.1. Conjuntos difusos

La generalizacion de la funcidn caracteristica [Zad65] de un conjunto clasico
a un conjunto difuso es la base sobre la que se formalizan otros conceptos, como
las interpretaciones difusas o las conectivas logicas difusas. Un congjunto cldsico
A —cuya relacion de pertenencia tiene un caracter discreto— puede definirse a
partir de su funcion caracteristica x4 : U — {1,0}, de modo que A = {z :
Xxa(z) = 1}. Asi cada elemento x del universo de discurso U o bien pertenece al
conjunto A o no:

VeeU:x e Avaeg Ay ACU.

En cambio, en los conjuntos difusos la relaciéon de pertenencia tiene un grado.
Un congunto difuso A = {pa(z)/z:x € U A pa(z) > 0} se define a partir de
su funcién caracteristica pa : Y — [0, 1], donde cada elemento del universo de
discurso x € U tiene asociado un grado de pertenencia pa(x) que representa
la compatibilidad de z con la caracteristica (predicado) que define el conjunto
A. Dado un conjunto clasico A, se observa que la pertenencia difusa es una
generalizacion de la clasica determinada por la funcién caracteristica x4. De
esta observacion se deduce que todo conjunto clasico es un conjunto difuso; es
decir, la nocién de conjunto difuso extiende la de conjunto clésico. Ademas, de
forma mas general, los grados de pertenencia de los elementos de un conjunto
difuso se pueden tomar de un reticulo completo.

Definicion 2.31 (Reticulo completo). Un reticulo completo es un conjunto
ordenado (L, <) tal que todo subconjunto S C L tiene infimo y supremo. En
particular, existen el infimo y el supremo de L, denotados respectivamente por
LyT.

Asi, dado un reticulo completo (L, <), un conjunto difuso A = {pa(x)/x :
x € UApa(z) > L} se define a partir de una funcion caracteristica 4 : U — L.
En lo que sigue, no haremos distinciones entre la nociéon de conjunto difuso y
su funciéon caracteristica, y por conjunto difuso nos referiremos a una funcion

deU en L.

2.3.2. Interpretaciones y conectivas difusas

Desde el punto de vista seméantico, el concepto esencial de la logica difusa
es el de interpretacion difusa, cuya definiciéon es analoga a la definicion 2.11 de
interpretacion pero asociando a cada simbolo de predicado un conjunto difuso
en lugar de una relacion.

Definicion 2.32 (Interpretacion difusa, [JIMP18]). Sea (L, <) un reticulo com-
pleto. Una interpretacidn difusa Z es un par (Dz, J) que consiste en un conjunto
no vacio Dz (el dominio de Z), y una aplicacion J que asigna:

a) A cada simbolo de constante a;, un elemento del dominio J(a;) € Dz.

b) A cada simbolo de funcién n-ario f;*, una funcion J(f}*) : D} — Dz.
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c) A cada simbolo de predicado n-ario p}, un conjunto difuso J (p}) : D} —
L.

Dada una asignacion ¢ en la interpretacion difusa Z = (Dz, J), la valoracion
difusa ¥4 es una extension de ¢ a la que se le aflade la interpretacién de las
conectivas difusas, los cuantificadores y las formulas atomicas para poder asignar
un grado de verdad a una formula. Sea p™(t1,...,t,) un atomo tal que J(p") =
A. Entonces, el valor de verdad de p™(t1,...,t,) en Z es el grado de verdad
determinado por el conjunto difuso A:

Do (0" (tr, -+ tn)) = A(P(t1), - ., 6(t0))-

Una vez se han interpretado las expresiones elementales, es necesario dar
significado a las conectivas logicas difusas con el fin de otorgar un grado de
verdad a las expresiones compuestas. Por ejemplo, en el reticulo ([0, 1], <), la
conjuncioén y la disyuncién se definen habitualmente por el minimo y el méximo,

respectivamente:
Uy (AN B) = min{dy(A), 04(B)};

Uy(AV B) = miax{d4(A), 9(B)};

pero, de manera méas general, la funcion de verdad de la conjunciéon y la dis-
yuncion difusas se puede definir también por todo un conjunto de funciones: las
normas triangulares y las conormas triangulares, introducidas por B. Schweizer
y A. Sklar [SS83|, y cuyas definiciones —generalizadas a reticulos completos—
proporcionamos a continuacion.

Definicién 2.33 (Norma triangular). Sea (L, <) un reticulo completo. Una
norma triangular (o t-norma) es una funcion T : L? — L asociativa, con-
mutativa y monotona creciente en cada componente (esto es, si 1 < y; y
29 < ya, entonces T'(z1,x2) < T(y1,y2)) que satisface la condicion de frontera
T(x,T)=T(T,z) =z para todo x € L.

Definiciéon 2.34 (Conorma triangular). Sea (L, <) un reticulo completo. Una
conorma triangular (o t-conorma) es una funcién S : L? — L asociativa, con-
mutativa y mono6tona creciente en cada componente que satisface la condicion
de frontera S(z, L) = S(L,z) = x para todo z € L.

La funcion de verdad de la negacién difusa se define habitualmente como
sigue en el reticulo ([0, 1], <):

Jp(mA) =1 —94(A);

pero, al igual que ocurre con la conjuncién y la disyuncién difusas, también es
posible plantear la negaciéon de forma méas general.

Definicion 2.35 (Negacion fuerte). Sea (L, <) un reticulo completo. Una ne-
gacion fuerte es una funcion N : L — L continua y estrictamente decreciente,
que satisface la condicion de frontera N(L) = T y la propiedad N(N(x)) = =
para todo x € L.
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Dadas una t-norma T y una negacion fuerte N en un reticulo (L, <), la
funcién Sy : L? — L definida como Sy(z,y) = N(T(N(z),N(y))) es una
t-conorma denominada N-dual de T. De forma analoga, se puede definir una
t-norma N-dual a partir de una t-conorma y una negacion fuerte.

Ejemplo 2.14. Los pares de t-normas y t-conormas (duales) basicos en el reticulo
([0, 1], <) son los definidos en las 16gicas de Godel, de Lukasiewicz, y del producto
(véase [CFFI7]):

Tgodel(ma y) = mfn{x, y}7 Sgodel (‘Tv y) = méx{x, y}7
ﬂuka(xa y) = méx{O, T+ y— 1}7 Sluka(aja y) = ml’n{x + Y, 1}7
Tp'f’od(a:7 y) = TY; S;m“od(xa Z/) =T+y—ay.

Es comiin combinar t-normas y t-conormas para producir nuevas conectivas
[Miz89a, Miz89b, Tur92, FC98, DKMS07, KMP04]. Las t-normas y t-conormas
son casos particulares de los operadores de agregacion [DP85, Yag94]. En [KK99|
se considera su definicion més general, caracterizada del siguiente modo en un
reticulo completo.

Definicion 2.36 (Operador de agregacion, [KK99]). Sea (L,<) un reticulo
completo. Un operador de agregacion (o agregador) es una funcion A : L™ — L
mondtona creciente® que satisface las condiciones de frontera A(T,..., T) =T
y AL, ..., 1)=1.

A las condiciones de la definicién anterior se anaden en ocasiones otras como
la continuidad, la simetria o la idempotencia.

Ejemplo 2.15. Ademas de las t-normas y las t-conormas, otros ejemplos de
operadores de agregaciéon son la media aritmética, la media geométrica o el
modificador lingiiistico “muy”:

Aa'uer(x>y) = (.%' + y)/23 Ageom(x7y) = \/@5 Avw‘y(x) =%

La implicacion difusa también admite diversas formulaciones (no equivalen-
tes), que no siempre extienden la implicacion de la logica clasica [TdCC00]. La
manera mas frecuente de interpretar la implicacién difusa en el reticulo ([0, 1], <)
es la siguiente:

95(A — B) = max{min{vs(A),94(B)}, 1 — 94(A)}.

Respecto a la interpretacion de los cuantificadores V y 3, habitualmente se
definen respectivamente por el infimo y el supremo:

Up((Vx)A) = inf{d4 (A) : para todo ¢’ que difiere de ¢ solo en el valor de z};
Uy((3x)A) = sup{Vs (A) : para todo ¢’ que difiere de ¢ solo en el valor de x}.

5Si (z1,..-,%n), (Y1,---,Yn) € L™ tal que z; < y; para todo 1 < i < n, entonces
Az1,.. o, zn) < AYL, - Yn)-
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2.3.3. Relaciones de similitud

Una relacién de equivalencia es una relaciéon binaria reflexiva, simétrica y
transitiva que permite relacionar y agrupar los elementos de un conjunto en
clases de equivalencia. La nocion de relacidn de similitud [Zad71, Yin94] es
una generalizacion de las relaciones de equivalencia, donde los elementos del
conjunto se relacionan con un determinado grado. Formalizamos a continuacion
el concepto de relacién de similitud, en el contexto de un reticulo completo.

Definicion 2.37 (Relacion de similitud). Dado un dominio &/ y un reticulo
completo (L, <) con una t-norma A fija, una relacion de similitud R : U xU — L
es una relacion binaria difusa sobre U, que es reflexiva (R(z,z) = T para
todo = € U), simétrica (R(z,y) = R(y,x) para todo z,y € U) y transitiva
(R(z,y) AR(y, z) < R(z, ) para todo x,y,z € U).

En lo que sigue, utilizaremos el simbolo A exclusivamente para denotar la
t-norma asociada a una relacion de similitud.

Sea L un lenguaje de primer orden sobre un alfabeto 3. Dada una relaciéon
de similitud R sobre X, la relaciéon R se puede extender a los términos de £ por
induccion estructural de la forma usual [Ses02]. Denotamos por R ala extension
de R definida inductivamente conforme a las siguientes reglas:

(1) Siz €V es una variable, entonces R(z,z) = T.

(2) Si f', f3 € F" son simbolos de funciéon n-arios, y t1,...,tn,51,...,5n
son términos, entonces R(f1*(t1,...,tn), f2(s1,...,8n)) = R, f2) A

(/\?zl 7i)'(tia 5i))-

(3) En cualquier otro caso, el grado de similitud es L.

La relacion de similitud se extiende andlogamente a las formulas atomicas de L.

Ejemplo 2.16. Sea L el reticulo completo ([0,1],<) y A la t-norma de Godel.
La siguiente matriz caracteriza una relacion de similitud R definida sobre el
universo U = {ritz, atlantis, metro, taxi, bus}:

R ritz atlantis metro taxi bus
ritz 1 0.6 0 0 0
atlantis | 0.6 1 0 0 0
metro 0 0 1 04 0.5
taxi 0 0 0.4 1 0.4
bus 0 0 0.5 0.4 1

donde es facil comprobar que R es reflexiva, simétrica y transitiva. En parti-
cular, se observa que R(metro,bus) A R(bus,tari) = min{0.5,0.4} = 0.4 <
R(metro,taxi) = 0.4. Ademaés, la extension R determina que close(ritz, taxi)
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y close(atlantis, metro) son similares con un grado de 0.4, ya que:

R(close(ritz, taxi), close(atlantis, metro)) =
R(close, close) A R(ritz, atlantis) A R(taxi, metro) =
1N0.6N0.4 =
0.4.

Una relacion binaria difusa arbitraria puede ser transformada en una relacion
de similitud siguiendo el algoritmo originalmente descrito en [JI08], que adapta-
mos aqui a un reticulo completo con una t-norma fija A. Para ello, introducimos
primero el concepto de esquema de similitud.

Definicién 2.38 (Esquema de similitud). Dado un dominio U/ y un reticulo
completo L, un esquema de similitud S es un conjunto de ecuaciones de la
forma x ~y =wv, donde z,y €U y v € L.

El algoritmo 2.1 construye una relacién de similitud a partir de un esque-
ma de similitud aplicando los cierres reflexivo, simétrico y transitivo sobre el
esquema inicial.

Ejemplo 2.17. Considérese la relacion de similitud R mostrada en el ejemplo
2.16, definida sobre el universo U = {ritz, atlantis, metro, taxi, bus}. El cierre
del siguiente esquema de similitud S con la t-norma de Gddel genera la relacion

de similitud R:
metro ~ bus = 0.5

S = bus ~ taxi = 0.4
atlantis ~ ritz = 0.6

2.4. Programacion logica difusa

La programacidn ldgica difusa integra la légica difusa y la programacion 16-
gica pura, con el objetivo de crear sistemas formales que permitan razonar sobre
problemas que tienen un caracter inherentemente vago o impreciso. Aunque el
campo de la programacion logica difusa tiene un largo recorrido, que comienza
con el trabajo preliminar de R. Lee en 1972 [Lee72]|, todavia no es un area bien
asentada, y por lo tanto no hay un estandar claro, sino distintas aproximacio-
nes. Como es de esperar, no hay una tnica forma de difuminar el proceso de
resolucion basado en unificacién sintéctica en el que se apoya la programacion
logica clasica. En particular, podemos destacar dos tendencias:

(1) Por un lado, los lenguajes que reemplazan el algoritmo de unificacion
sintactica por un algoritmo de unificacion difuso, en la linea de Silog
[FGS00], Likelog [LSS01] y Bousi~Prolog [JIRM17].

(2) Por otro lado, los lenguajes cuya seméntica operacional es una extension
de la resoluciéon SLD que permite propagar los grados de verdad anotados
en las reglas de los programas, en la linea de Fril [BMP95], {-Prolog [LL90],
Prolog-ELF [IK85], Fuzzy Prolog [MSD89] y MALP [MOAV04].
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Algoritmo 2.1: Cierre de un esquema de similitud

Datos: Un esquema de similitud S en ¢/ y una t-norma A
Resultado: Una relaciéon de similitud R en U
Sea R una relacion binaria difusa en U con todas sus entradas a L;
para cada z € U/ hacer
| R(z,z) « T;
fin
para cada z € U hacer
para cada y € U hacer
si (z ~y=wv) € S entonces
R(z,y) + v;
R(y,z) < v;
fin
fin

fin
para cada z € U hacer
para cada y € U hacer
para cada z € U hacer
‘ R(z,y) « sup{R(z,y), R(z,2) AN R(2,9)};
fin
fin

fin
devolver R;

En esta tesis nos centramos en el desarrollo de FASILL, un lenguaje de progra-
macion légico difuso con anotaciones de grados de verdad implicitas y explicitas,
una gran variedad de conectivas y unificaciéon por similitud, que integra y extien-
de en un mismo lenguaje las capacidades de otros lenguajes difusos como MALP
y Bousi~Prolog. En esta seccion, se describen las principales caracteristicas de
algunos de estos lenguajes logicos difusos como predmbulo a la introduccion del
lenguaje FASILL.

2.4.1. Unificacién débil

Existen diversas propuestas [AG98, GS00]| para obtener mecanismos de uni-
ficacion mas flexibles que la unificacion sintactica, pero la mas general de ellas
es la unificacion débil [Ses02], mediante la cual se pueden implementar el res-
to de aproximaciones [JIRM10]. La unificacion débil consiste en la sustitucion
de la igualdad sintactica por una relacion de similitud (o de proximidad) R,
que relaciona los simbolos del alfabeto de un lenguaje de primer orden L, y
que se extiende a los términos y dtomos de £ como vimos en la secciéon 2.3.3.
Asi, el unificador méas general se reemplaza por el concepto de unificador débil
més general (w.m.g.u.) y se introduce un algoritmo de unificacion débil para
computarlo [Ses02]. Este algoritmo especifica que dos expresiones (términos o
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formulas atomicas) fi'(t1,ta,...,tn) vy f3(s1,82,...,S,) unifican débilmente si
los simbolos de la raiz, f* y f3', estan relacionados con un determinado grado
de similitud R(f7, f3) > L, y cada uno de los argumentos ¢; y s; unifican dé-
bilmente. Entonces, existe un unificador débil de dichas expresiones incluso si
los simbolos de sus raices no son sintacticamente iguales (f7* # f3).

Definicion 2.39 (Unificador débil). Dada una relacion de similitud R, una
sustitucion 0 es un wunificador débil de dos expresiones F; y F5 si y solo si

R(E19, EQG) > 1.

La relacion de preorden inducida por la composicién de sustituciones puede
generalizarse para definir una version débil de la misma. Dadas dos sustituciones
0y o, y sea R una relacion de similitud, se dice que 8 es débilmente mas
general que o, denotado 0 <r o, si y solo si existe una sustitucién ¢ tal que
R(z0,x06) > L para todo z € V.

Definicién 2.40 (Unificador débil més general). Un unificador débil 6 de dos
expresiones E y Ea es un unificador débil mds general (o w.m.g.u.) de By y Fa
si y solo si, para cualquier otro unificador débil &', se verifica que 6 <r 6'.

En esta seccion se detalla el algoritmo de unificaciéon débil dado por M.
Sessa en [Ses02], reformulado como un sistema de transicion de estados equipado
con una relacion de unificacion débil (denotada =ymgu), junto con algunas
propiedades que demostramos en nuestras aportaciones [JIMR22a, JIMR22b].
La relaciéon de unificacion débil =4, €s la minima relacion definida por el
conjunto de reglas de transiciéon dadas en la figura 2.3.

<{f(t1;~~~;tn) :g(sl,...,sn)}US,G,v>, R(f,g) > L
{t1 =81, tn =sn} US,0,R(f,9) Av)

(1)

{xr=2}US,0,v) 2) {x=1t}US,0,v), xdvars(t)
(S, 0,v) (S{z/t}, 0{x/t},v)
{t=2}US,0,v) 4 {x=t}US,0,v), © € vars(t)

{x=1t}US,0,v) (fallo,8,v)

(3)

(5)

<{f(t1""7tn) = 9(81,...,Sn)}US,0,’U>, R(fvg) =1
(fallo, 8,v)

(6)
Figura 2.3: Reglas de transicion de la relacion de unificaciéon débil (:wmgu).
La unificaciéon débil de las expresiones F; y FE5 se obtiene por medio de
una secuencia de transformaciones empezando por el estado inicial (G = {E; =
EQ}, Zd7 T>

<G7 Zda T> :>wmgu <G1, 917 U1> :>wmgu e :>w’mgu <Gn; Hna Un>~
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Cuando se alcanza el estado final (G,,, 0,,, vp,), con G,, =, las expresiones Fy y Fa
son débilmente unificables con w.m.g.u. 6,, y grado de unificacién v,,, denotado
wmgug (E1, E2) = (0n, v,). En ocasiones, escribiremos wmgug (Eq, E2) = 6,, con
grado de unificacion deg(E7, Es) = vy,. Si las expresiones F7 y Eo no son unifi-
cables, el algoritmo termina con un estado de fallo (G,,, 0., v,) = (fallo, 0, vy).

Ejemplo 2.18. Dada la relacién de similitud R del ejemplo 2.16, tenemos que:
wmgug (close(ritz, taxi), close(atlantis, metro)) = (id, 0.4);
siendo id la sustitucion identidad, mientras que:
wmgug (close(ritz, x), close(atlantis, metro)) = ({x/metro},0.6).

El teorema de unificacion débil, demostrado en [Ses02, pag. 412], establece
que si dos expresiones son débilmente unificables, el algoritmo de unificacion
débil es capaz de computar un w.m.g.u. de dichas expresiones. Mas aiin, el algo-
ritmo de unificacién débil es capaz de comprobar si un conjunto de ecuaciones
de expresiones S = {E; = E},...,E, = E/} es débilmente unificable.® Aun-
que el w.m.g.u. de un conjunto de expresiones S no es unico (igual que en el
caso cléasico), podemos pensar que lo es con respecto a la relacion de equiva-
lencia débil ~%.” La clase de equivalencia correspondiente al w.m.g.u. de S es
wmgup (S) = {0" : 0 = wmgur (S) y §'~=0}. Asi, el algoritmo de unificacion
débil computa un representante de la clase del w.m.g.u. En ocasiones, deno-
tamos al w.m.g.u. representante del conjunto S por wmguy (S). Por supuesto,
cada 6 € wmgu3 (S) tiene un grado de unificacion v = A", deg(E;0, E6).

Como en el caso clasico, el unificador débil mas general es una sustitucion
idempotente [JIMR22a, JIMR22b].

Proposicion 2.4. FEl algoritmo de unificacion débil computa sustituciones idem-
potentes.

Demostracion. Dado un conjunto de ecuaciones de expresiones débilmente uni-
ficable y sea G el conjunto inicial de problemas de unificacién, por el teorema
de unificacion débil existe una secuencia de transiciones desde la configuracion
inicial tal que:

<Go, id, T> = wmgu <G17 01, U1> =wmgu -+ - T wmgu <®7 On, Un>-

Notese que todos los enlaces se generan por la regla de transicion (3) de la
figura 2.3. Dado que siempre que se genera un enlace x/t (donde = & vars(t))
en un paso i-ésimo, este es aplicado a G;_; para obtener el siguiente conjunto
de problemas de unificaciéon G; = G;—1{z/t}, la variable x se elimina de G; y
del resto de sus estados sucesores. Por lo tanto, #,, es idempotente. O

6Bajo esta notacién, el w.m.g.u. de dos expresiones E; y Eo, wmguy (E1, E2), se puede
denotar también por wmgur ({E1 = E2}).

"o~R0, si y solo si existe un renombramiento p tal que, para toda variable z € V,
R(z0,zop) > L.
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E. Eder [Ede85] se planteo la posibilidad de computar los m.g.u. de un con-
junto de ecuaciones de expresiones S, calculando los m.g.u. de determinados
subconjuntos de S por separado —posiblemente en paralelo— y entonces com-
poniéndolos para obtener el m.g.u. de S. Mas tarde, C. Palamidessi [Pal90]
reformul6 el problema. Para terminar esta seccién, extendemos el operador de
composicion paralela definido por Palamidessi y estudiamos su relacion con la
composicién estandar de sustituciones. Este operador trabaja sobre el conjunto
cociente de sustituciones idempotentes inducido por la relaciéon de equivalencia
débil ~z, que denotamos por ISusst/~5. Los elementos de ISusst/~p son las
clases de equivalencia débil de las sustituciones idempotentes 6, denotadas por
0~.

La representacion ecuacional de una sustitucion 6 = {x1/t1,...,x,/tn} esel
conjunto de ecuaciones 5 ={x1 =t1,...,2, = t,}, que expresan un problema
de unificacion débil.

Definicion 2.41 (Composicion paralela débil). El operador de composicion
paralela débil es una funcion {: ISusst/~p X ISUBST/~py — ISuBsT/~p definida
como: L

0 1 05" = wmgui (6 U 02);

donde wmguZ; se restringe a sustituciones idempotentes.

El operador 1} esta bien definido, en el sentido de que no depende de la elec-
cion de los elementos en las clases de equivalencia. Por lo tanto, por simplicidad,
en lo que sigue indicaremos la operacién 07 f} 65 como 6y f} 03. La siguiente
proposicién establece la relaciéon existente entre la composicion paralela débil y
la composiciéon estandar de sustituciones. Este resultado tendra un papel fun-
damental en la prueba de correccion de la transformacion de desplegado (véase
la seccién 6.3).

Proposicién 2.5 (Composicion paralela débil, [JIMR22a, JIMR22b]). Sean

01 y 02 dos sustituciones idempotentes tal que (61 U 62) es un conjunto de
ecuaciones débilmente unificable. Entonces:

01 1 02 = 91wmgu7§(0;91) = Ggwmgu%(aﬁg).

Demostracion. Nos centramos en la primera igualdad, ya que la segunda es
completamente simétrica. Empezamos por la definicién del operador de com-
posicion paralela débil y aplicamos el algoritmo de unificaciéon débil. Sea 6, =
{z1 =t1,...,2, =t }, entonces, dado que 0, | 3 = ngu%(&? U6‘A2) v (9: U0A2)
es un conjunto de ecuaciones débilmente unificable, es posible realizar la si-
guiente secuencia (de éxito) de pasos de transicion con la relacion de unificacion
débil = yymgu. Notese que si 61 es idempotente, dom(61) Nvars(ran(6y)) = 0.
Entonces, para cada ecuacion (z; =t;) € 9:, x; &€ vars(t;), y es posible realizar
los primeros n pasos aplicando la regla de transicion (5) de la figura 2.3:
<{I1 = tl, e, Ty = tn} U 92, ’Ld, T> :>71ngu <0201, 91, T> =* <®, 910’, ’U>.

wmgu
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Entonces, la secuencia de pasos de transicion <9A201, id, T) = mgu (0,9, v) tam-
bién es posible y 6;91 es débilmente unificable con w.m.g.u. nguR(9A291) =0 €
wmguZ; (6261). Por lo tanto, 01 1} 62 = 61wmgu (6261). O

2.4.2. Extendiendo la unificacion

Los lenguajes 16gicos difusos que reemplazan el algoritmo de unificacion sin-
tactica por un algoritmo de unificaciéon difuso permiten unificar términos y pre-
dicados que no son sintacticamente iguales, siempre y cuando los simbolos in-
volucrados sean similares en cierta medida. En estos lenguajes, el mecanismo
de resoluciéon SLD permanece intacto, con ligeras modificaciones para incorpo-
rar los grados de similitud introducidos por la unificacion difusa. En esta linea,
Bousi~Prolog es uno de los lenguajes mas interesantes.

El lenguaje Bousi~Prolog [JIRMGC09, JIRM09a, JIRM09b, JIRM17| es
una extension de Prolog que reemplaza el algoritmo de unificaciéon cléasico de la
seméntica operacional de la programacion logica por un algoritmo de unificacion
débil, y cuya sintaxis permite declarar relaciones de similitud (en [0,1]) entre
las reglas del programa. La regla de resolucién de Bousi~Prolog, denominada
resolucion WSLD (acronimo de «resolucion lineal selectiva débil para clausulas
definidas» ), es similar a la resolucion SLD de la programacion logica clasica,
excepto por el uso del algoritmo de unificaciéon débil y por la incorporaciéon de
los grados de proximidad. Durante el proceso de resolucion WSLD, se asigna un
grado de proximidad a cada clausula objetivo, que se computa a partir de los
grados producidos en los pasos de unificacion débil. Inicialmente, la clausula ob-
jetivo a resolver tiene asociado el mayor grado de proximidad: 1. Entonces, tras
cada paso de resolucion WSLD este grado va decreciendo progresivamente si, en
la unificacién débil de los literales complementarios de las clausulas resueltas, los
sfmbolos a unificar débilmente tienen valores menores que los anteriores grados
obtenidos hasta el momento. Basandonos en la definicién 2.30 de la resoluciéon
SLD, un paso de resolucion WSLD puede definirse de la siguiente forma.

Definicion 2.42 (Resolucion WSLD). Sea (G, 0, &) un estado, donde G es un
objetivo, # una sustitucion y « € (0,1] un grado de proximidad, y sea II un
programa logico definido y R una relacion de similitud. Dada una funcién de
seleccion ¢, definimos la resolucion WSLD como un sistema de transiciéon cuya
relaciéon de transicion = s p es la menor relacion binaria que satisface:

<g,0,0¢>7 Qp(g) = A, (H — B) el nguR(AvH) = <O—vﬁ>
(G[A/B]o, 0o, min{a, 8})

(wsLD)

De forma anéloga al caso clésico, una derivacion WSLD es una secuencia (Gy, id, 1)
=wsLp (G1,01,1) =wsLp .- =wsLb (Gn,On, an). Una refutacion WSLD
es una derivacion de éxito, es decir, que conduce a la clausula vacia: (Go, id, 1)
=wsLD --- =wsLp (0,0, a), donde 0 es la respuesta computada en la deriva-
cién y « es el grado de proximidad asociado a dicha respuesta.
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2.4.3. Extendiendo la resolucién

Generalmente, en los lenguajes que extienden la regla de resolucién clésica,
los programas son conjuntos de clausulas con grados de verdad explicitamente
anotados. Las computaciones y los grados de verdad se propagan mediante una
semantica que es una extension del principio de resolucién, mientras que el
mecanismo de unificacion sintactica permanece intacto. Més concretamente, un
programa logico difuso podria estar compuesto por reglas de la forma:

H + [a]<31,61> A <BQ,62> VANPRAAN <Bn,/8n>

donde « es el grado de verdad anotado de la regla, y 51, ..., 8, son los grados de
verdad anotados de los atomos del cuerpo. Las anotaciones del cuerpo restringen
la aplicabilidad de toda la regla: si para cada 1 < i < n, B; puede probarse con
un grado de verdad «; > [3;, entonces la regla es aplicable y el atomo H se
puede deducir con un grado de verdad a A (A}, «;), donde A es una conectiva
difusa (usualmente una t-norma). Desde nuestro punto de vista, MALP es uno
de los lenguajes més interesantes en esta linea.

El lenguaje MALP [MOAV0la, MOAV0O1lb, MOAV04, JIMP09, JIMOA17|
(acronimo de «Multi-Adjoint Logic Programming») es un marco de progra-
macion logico difuso en el que los grados de verdad se toman de un reticulo
multi-adjunto, y cuya sintaxis permite incorporar distintas logicas en las reglas
del programa. Un reticulo multi-adjunto es, en esencia, un conjunto ordenado
(L, <) equipado con una serie de conectivas difusas (implicaciones, conjuncio-
nes, disyunciones y agregadores) con la particularidad de que cada simbolo de
implicaciéon <; debe tener asociado una conjuncién adjunta &;, utilizada para
modelar la regla de inferencia modus ponens en un entorno difuso.® Una regla
MALP es de la forma (H «+ B,r), donde la cabeza H es una férmula atomica, el
cuerpo B es una formula construida a partir de atomos y grados de verdad de
L combinados mediante las conectivas difusas definidas en el reticulo, y r € L
es el grado de verdad asociado a la regla.

Al contrario que en la programacion logica clasica, donde el mecanismo ope-
racional se basa en refutacion, en [MOAV04] se define la semantica operacional
del lenguaje logico multi-adjunto como un sistema de transicion de estados divi-
dido en dos fases: una primera fase donde se explotan los 4tomos y una segunda
fase de corte interpretativo donde se evaluian las conectivas.

Definicion 2.43 (Paso de computacion admisible, [MOAV04]). Sea (G, ) un
estado, donde G es un objetivo y 6 una sustituciéon. Dado un programa multi-
adjunto P = (I, L), donde II es un conjunto de reglas y L es un reticulo multi-
adjunto, definimos un paso de computacion admisible como un sistema de tran-
sicion de estados cuya relacion de transicion ~» es la menor relacion binaria que
satisface las siguientes reglas:

8El par de conectivas (<;,&;) es un par adjunto si <—; es una implicacion difusa, &; es
una conjuncién difusa, y se satisface la condiciéon de adjuncion: z < (y <—; 2z) +> (z &; 2) <y
para todo z,y,z € L.
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(1) Paso admisible con una regla (denotado ~ g, ):

(G[A],0), (H <+; B,r)ell, mgu(A,H)=0

GIA/(r & B)Jo, o) (ASD)
(2) Paso admisible con un hecho (denotado ~ g, ):
(G[A],0), (H +,ryell, mgu(A,H)=0 (AS2)

(GlA/r]o,00)
(3) Paso admisible de fallo (denotado ~ g, ):

(G[A],0), P (H + B,r)€Il:mgu(A, H) # fallo
(G[A/L],0)

(AS3)

Una derivacion admisible es una secuencia de longitud arbitraria (G,id) ~*
(G',0). Cuando G’ no contiene mas atomos, el estado (G, 0) es una respuesta
computada admisible para esa derivacion.

Después de una secuencia de pasos admisibles, un objetivo se transforma en
una férmula que no contiene atomos, y puede ser interpretada directamente en
el reticulo multi-adjunto L para asignar un grado de verdad final a la respuesta
computada admisible.
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Capitulo 3

El lenguaje FASILL

El lenguaje FASILL (acrénimo de «Fuzzy Aggregators and Similarity Into a
Logic Language») combina un algoritmo de unificacion débil, basado en rela-
ciones de similitud, junto con un amplio repertorio de conectivas difusas cuyas
funciones de verdad pueden ser definidas sobre un reticulo completo. En este
capitulo se presenta la sintaxis y las semanticas operacional y declarativa de
FAsILL, junto con algunos detalles de implementacién del lenguaje, tal y como
se recogen en nuestras aportaciones [JIMP18, JIMR20, JIMR22a, JIMR22b]|.

3.1. Sintaxis

En esta seccion se introduce la sintaxis del lenguaje FASILL y la nocién de
programa. A continuacion, se da el alfabeto y las reglas de formacion de las
formulas bien formadas.

Alfabeto. FASILL es un lenguaje de primer orden construido sobre un
alfabeto ¥ que contiene los elementos de un conjunto infinito numerable
de variables, simbolos de funcién y de predicado con su aridad asociada y
un amplio conjunto de conectivas X¢: t-normas (&), t-conormas (), agre-
gadores (@) y el simbolo de implicacion (+—). Consideraremos los simbolos
de constante como simbolos de funcién de aridad 0. Asumimos también
que el lenguaje admite un conjunto de literales X7 que son interpretados
asocidndoles los elementos de un reticulo completo (L, <). Denotamos por
Y1 al conjunto de literales y conectivas ©7 U X¢.

Foérmulas bien formadas. El lenguaje combina variables y simbolos de
funcion para construir términos de la forma usual. Del mismo modo, com-
bina términos y simbolos de predicado para construir formulas atomicas.
Las férmulas bien formadas se construyen inductivamente conforme a las
siguientes reglas:

39
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(1) Todo elemento del conjunto de literales, r € X%, es una férmula bien
formada.!

(2) Toda féormula atémica es una formula bien formada.

(3) Si ¢" € %¢ es un simbolo de conectiva y Ay, ..., A, son formulas
bien formadas, también lo es ("(Ay, ..., A).

Definicion 3.1 (Regla FasiLL). Dado un reticulo completo L, una regla FASILL
es una formula bien formada de la forma A « B, donde A (la cabeza) es un
atomo y B (el cuerpo) es una formula bien formada construida a partir de
dtomos, literales de X7 y conectivas de X¢ (excluyendo ).

Las reglas en un programa FASILL tienen el mismo papel que las clausulas
en los programas Prolog o MALP [MOAV04], indicando que un cierto predicado
relaciona algunos términos (la cabeza) si algunas condiciones (el cuerpo) se
mantienen.

Definicion 3.2 (Programa FASILL). Un programa FASILL es una tupla (IT, R, L),
donde II es un conjunto de reglas construidas sobre un alfabeto 3, R es una
relacion de similitud (cuyo dominio es el conjunto de simbolos de funcion y de
predicado de X) y L es un reticulo completo.

Ejemplo 3.1. El reticulo L = ([0, 1], <), la relaciéon de similitud R mostrada en
el ejemplo 2.16 y el siguiente conjunto de reglas II forman un programa FASILL
P=ILR,L):

Ry : cheap(tazi) +~ 08
_ Ry . close(hydropolis,taxi) + 0.7
Rs :  close(ritz, metro) +~ 09
Ry : good_hotel(x) —  Quuer(Query(close(z,y)), cheap(y))

Una L-expresion es una féormula bien formada de £ que estd compuesta
tinicamente por literales de 7 y conectivas de $¢. Dada una L-expresion E,
Y1 (E) denota el grado de verdad v € L obtenido tras interpretar las conectivas
en E. La interpretacion de una L-expresion se define inductivamente como:

(1) 9.(r) =v siy solosi v € L es la interpretacion de r € %7

(2) 90(C"(A1,...,Ap)) = Fen(Wp(A1),...,95L(A,)) sty solo si (™ es una
conectiva de ©.¢' interpretada mediante la funcién de verdad Fen : L™ — L
y, para todo 1 < i < n, A; es una L-expresion.

3.2. Semantica operacional

A continuacién, se introduce la semantica operacional de FASILL como un
sistema de transicion de estados, en el cual se distinguen dos fases: una primera

INotese que un elemento r € ZE se interpretara como el grado de verdad r € L.
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fase operacional similar a la resolucion SLD (véase la definicion 2.30) en la que
se resuelven todos los d4tomos; y una segunda fase de caracter interpretativo, en
la que se evaltian las conectivas para calcular el grado de verdad final.

Definicion 3.3 (Paso de computacion, [JIMP17]). Sea (G, 6) un estado, donde
G es un objetivo y # una sustitucion. Dado un programa (II, R, L) y una t-norma
A fija en L (también asociada a R), definimos un paso de computacion como
un sistema de transiciéon de estados cuya relacion de transicién ~» es la menor
relaciéon binaria que satisface las siguientes reglas:

(1) Paso de ézito?® (denotado ~+gg):

(G[A],0), (H + B)ell, wmgug(A,H) = (o,r)
(G[A/(r A B)lo,00)

(8S)

(2) Paso de fallo (denotado ~ pg):

(G[A],0), P (H <+ B)c1Il:wmgug (A, H) = (o,r),r> L
(G[A/L],0)

(FS)

(3) Paso interpretativo (denotado ~rg):

<g[C(T17 cee 7rn)]a9>, ﬁL(C(’/’l, - ,’r‘n)) =
(GIC(riy ...y rn)/Try], 0)

T
n+1 (IS)

Como en el caso clasico, una derivacion es una secuencia de longitud arbitraria
(G,id) ~* (G',0). Cuando G’ =r € L, el estado (r,0) es una respuesta compu-
tada difusa (f.c.a., del inglés «fuzzy computed answery) para esa derivacion,
donde o = Ovars(G)] y r es el grado de verdad asociado a dicha f.c.a.

Al igual que en la resoluciéon SLD, asumimos la existencia de una funcion
de seleccion para decidir qué atomo del objetivo resolver en el siguiente paso
de computacion. Tal y como establece el teorema 2.1, en programacion logica
pura la funcién de selecciéon es independiente. No obstante, en FASILL esto no es
generalmente cierto, como se muestra en los siguientes ejemplos. Por lo tanto,
FASILL utiliza una regla de computacion fija similar a la de Prolog que selecciona
el &tomo mas a la izquierda, dando prioridad a los pasos de éxito y de fallo antes
de aplicar cualquier paso interpretativo.

Ejemplo 3.2. Sea P el programa mostrado en el ejemplo 3.1. La siguiente es
una derivacién que lleva a una respuesta computada difusa para el objetivo

2Por simplicidad, cuando la regla cuya cabeza unifica con el atomo seleccionado es un
hecho, asumimos que su cuerpo es T.
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G = good__hotel(x) en P:

DP . (good_hotel(x),id) H
(Qaver(Query(close(x1,91)), cheap(yr)), {z/x1,y/p1})  ~g§
(Qquer(Qyery (0.7), cheap(taxi)), {x/hydropolis,y/taxi}) «»gg
(Quper (Query (0.7),0.8), {z/hydropolis, y/taxi}) ~Tg
(0.645, {x/hydropolis, y/taxi})

Entonces, (0.645, {x/hydropolis}) es una respuesta computada difusa para G.
Ademés, para este mismo objetivo existe otra derivacién con respuesta compu-
tada difusa (0.605, {x/ritz}) (véase la figura 3.1).

Ejemplo 3.3. Supongamos que la regla de computacién selecciona el &tomo més
a la derecha en cada paso. Entonces, la siguiente es una derivacién para el
objetivo G = good _hotel(x) en P:

DF . (good_hotel(x),id) i
<@aver( very(czose(xlayl))aCheap(yl))a{x/xlay/y1}> ~gg
(Quyer (Query(close(z, tazt)), 0.8), {x/x1,y/taxi}) ’\»gg
<@aver( very(o 4 &godel 09)7 08)3 {x/rit'za y/tCLZL’Z}> '\')?S
(

0.48, {x/ritz, y/taxi})

Se observa que ahora la respuesta computada difusa para ritz tiene asociado un
grado de verdad de 0.48, mientras que en el ejemplo anterior es de 0.605. Por lo
tanto, la funcién de seleccién no es independiente.

Aunque la regla de computacién de FASILL no es independiente en general,
en el sentido de que no es posible conmutar el orden en el que se resuelven los
atomos, si que hay una propiedad de independencia con respecto a los pasos in-
terpretativos. De hecho, sblo es necesario fijar el orden de selecciéon de los a&tomos
(de izquierda a derecha) sin importar cuando se evalia una L-expresion median-
te un paso interpretativo. El siguiente resultado [JIMR22a] sera de utilidad para
demostrar la correcciéon de la transformaciéon de desplegado.

Lema 3.1 (Conmutacion de pasos interpretativos). Sea P = (II, R, L) un pro-
grama FASILL y Go[A, A'] un objetivo, donde A es un dtomo o una L-expresion
y A’ es una L-expresion. Entonces:

b (Go[A], 0) ~ (G1[A'],01) ~ 15 (G2, 61)
si y solo si
DT : (Go[A'], 00) ~ 15 (G1[A], 00) ~ (G5, 01)
donde Go = G} y 61 = 0].
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good_hotel (X)
{X/%}

@aver (@very (close (VO,V1) )}, cheap (V1))
{X/va}

= =

Baver (Bvery (0.7), cheap (taxi)) Baver (Bvery (0.9), cheap (metro) )
{¥/hydropolis} {X/ritz}

=

@aver (@very(0.7),0.8) @aver (Bvery(0.9), &godel (0.4,0.8))

{¥X/hydrcpeolis} {¥/ritz}
0.645 0.605
{X/hydrcopolis} {¥/ritz}

Figura 3.1: Arbol de derivacion generado por el sistema FASILL en linea.

Demostracion. Por claridad, subrayamos el 4tomo a resolver en cada paso de
computacion. Procedemos exhaustivamente con cada uno de los casos que pue-
den ocurrir en una derivacion (A es un 4tomo que se resuelve con un paso ~gg
0~ pg, 0 A es una L-expresion evaluada por medio de un paso ~»g).

(1) A es un atomo y el primer paso de computacién en D} es ~»gg.
En este caso suponemos que A es un atomo y existe una regla R : (H «
B) € 1I tal que wmguy (A, H) = (o, v). Entonces:

D(’)P : <g0 [Aa A/]a 90> Mgs
<g0[A/(’U/\B),i’]O',900'> ~rS
(Go[A/(v A B), A'[1"]0, bo0)

si y solo si
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DY (GolA, 4], 00) ~r15
(GolA, A'/r'), 60) ~ds
(GolA/(v A B), A’ /1')o, Oyo)

donde 91 (A") =r' € L.
A es un atomo y el primer paso de computacién en DZ)D es ~pg.

En este caso suponemos que A es un atomo y no hay ninguna regla (H <+
B) € 1I tal que wmgug (A, H) = (o,v),v > L. Entonces:

Dz)) : <g0 [A’ A/]v 90> ~FS
(GolA/L, A], 60) ~~rs
<g0 [A/Lv A//’f'/], 90>

si y solo si
DI = (GolA, A'],00) ~rs

(GolA, A'/7"),00)  ~rs
(GolA/ L, A"/r"], 6o)

donde 91,(A") =+ € L.

A es una L-expresién y el primer paso de computacién en D es ~s7g.
En este caso suponemos que A es una L-expresion. Entonces:

DZ)’ : <go [A, A'], 90) ~IS
(GolA/r, A'], 60) ~rS
(GolA/r, A" /1", 60)

si y solo si

,Df : <g0[A7A/]790> ~IS
(Go[A, A'/1r'],60)  ~1s
(Go[A/r, A/1"], 60)

donde ¥,(A)=re Ly d,(A")=7r"€ L.
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Teorema 3.1 (Independencia de la regla de computacion difusa con respecto
a los pasos interpretativos). Sea P = (II, R, L) un programa FASILL y Go[A] un
objetivo, donde A es una L-expresion. Entonces:

Df : (Go, bo) ~" (G1[A],01) ~15 (G2, 01)
st y solo si
DT : (GolA], 00) ~15 (G1,00) ~" (G5, 07)
donde Go = Gb y 6, = 67.

Demostracion. Se demuestra facilmente aplicando repetidamente el lema de
conmutacion de los pasos interpretativos (véase el lema 3.1). O

3.3. Semantica declarativa

En esta seccién describimos la seméntica declarativa de FASILL como una
extension difusa del concepto clasico del modelo minimo de Herbrand. Para sim-
plificar el discurso de las propiedades de correccion y completitud, soslayamos
la extension umbralizada y més potente descrita en [JIMP17], al tiempo que
razonamos unicamente a nivel de atomos basicos, ain cuando en [JIMP18] se
hace un contraste mas profundo a nivel de respuestas correctas y computadas.

Aqui, las nociones de interpretacion difusa y valoracion difusa son las dadas
en la seccion 2.3. Como es usual, para formulas cerradas es posible hablar de
satisfacibilidad en una interpretacion difusa sin referirnos a una asignacion en
particular. Ademas, con el fin de establecer cudndo una regla de un programa
FASILL (que es cerrada y estd universalmente cuantificada) es satisfacible por
una interpretacion difusa, damos la siguiente definicion de modelo.

Definicion 3.4 (Modelo de una regla, [JIMP18]). Una interpretacion difusa Z
es modelo de una regla H < B siy solo si, se verifica que ¥4(H) > 9¥4(B) para
cualquier asignacion ¢.

Antes de definir la nocién de modelo de un programa FASILL, es necesario
introducir algunos conceptos preliminares. Primero introducimos algunas defi-
niciones para tratar con algunos problemas que aparecen cuando las cabezas de
las reglas son atomos no lineales.

Definicion 3.5 (Atomo lineal). Un término o atomo es lineal cuando no con-
tiene miltiples ocurrencias de la misma variable.

Dado un atomo no lineal A, la linealizacion de A (tal y como se describe
en [CRARDOS|) es un proceso en el cual se computa un par lin(A4) = (4;,C)),
donde A; es un atomo lineal construido a partir de A reemplazando cada una
de las n; ocurrencias de la misma variable z; por una nueva variable fresca y;
(1 <k <n;),y O es un conjunto de restricciones de similitud z; ~ y;,.> Ahora,

3El operador s ~ t establece la similitud entre los términos s y ¢, y cuando es interpretado,

O(s ~t) = R(s,1).
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dada unaregla R: H < B, tal que lin(H) = (H;,C; = {x1 ~ Y1, .., Zn ~ Yn}),
entonces lin(R) = Hy < x1 ~y1 A ... Nxp ~ y, A B.

Ejemplo 3.4. Sea R la regla FASILL p(z,z) + ¢(x). Entonces,

lin(R) =p(y1,y2) < x ~y1 Az~ y2 Aq(x),

y todas las reglas basicas que son similares a R pueden obtenerse como instancias
basicas de lin(R).

Para un conjunto de reglas II, lin(I) = {lin(R) : R € II}. Ahora es posible
dar la nocién de programa extendido.

Definiciéon 3.6 (Programa extendido, [JIMP18]). Sea P = (II, R, L) un pro-
grama FASILL. Entonces, el conjunto de reglas similares a las reglas en lin(II):

K() = {H < aAB:(H + B)elin(ll),R(H,H) =a> 1}
es el programa extendido de P.

El programa extendido de P refleja el significado inducido por la relaciéon
de similitud R en el conjunto de reglas II. Este significado se mide mediante
los grados de similitud de las reglas que son similares a las reglas en lin(II):
7@(H, H') = a € L. Por otro lado, se observa que K(II) es también un programa
FASILL y, en general, lin(IT) C K(II). El programa extendido IC(II) es solo un
mecanismo de notaciéon que nos permite decidir qué interpretaciones difusas son
modelos de un programa, pero no juega ningin papel en la definicién de la
semantica operacional.

Definicion 3.7 (Modelo de un programa, [JIMP18]). Sea P = (II,R, L) un
programa FASILL. Una interpretaciéon difusa Z es modelo de P si y solo si, Z es
modelo de toda regla (H < a A B) € K(II). Esto es, 94(H) > a A Yy(B) para
cualquier asignacion ¢.

En programacion logica, la seméantica declarativa de un programa se suele
formular en base al modelo minimo de Herbrand, concebido como el infimo de
un conjunto de interpretaciones de Herbrand.

Dado un programa FASILL P = (II, R, L), este genera un lenguaje de primer
orden L, cuyo alfabeto se compone de los simbolos que aparecen en las reglas
de II y en las entradas de la relacién de similitud R, a partir de los cuales se
genera el universo de Herbrand U,. En una interpretacion difusa de Herbrand,
como en el caso clasico (véase la definicién 2.18), los simbolos de constante y
de funcién son interpretados como ellos mismos, mientras que los simbolos de
relacién m-arios son interpretados como relaciones difusas sobre U, (es decir,
aplicaciones de U} a elementos del reticulo L). Ademaés, de forma analoga al
caso clasico, es posible caracterizar una interpretacion de Herbrand difusa como
un subconjunto difuso de la base de Herbrand.

Definicion 3.8 (Interpretacion de Herbrand difusa, [JIMP18]). Sea P = (I, R, L)
un programa FASILL. Una interpretacion de Herbrand difusa es una aplicacion
T :Bp — L, donde Bp es la base de Herbrand de P.
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Sea H el conjunto de interpretaciones de Herbrand difusas cuya relacion de
orden se induce del orden de L:*

I <L, + Z&(/4)j§ 15(14),Vf16513p.

Una interpretacién de Herbrand difusa que es modelo de un programa P es
un modelo de Herbrand difuso de P. En [JIMP17] se demuestra que, dado un
programa FASILL P, la interpretacion difusa Zp = inf{Z; : Z; es modelo de P}
es el modelo minimo de Herbrand de P.

Teorema 3.2 (Correccion, [JIMP17]). Sea P = (II, R, L) un programa FASILL
y A un dtomo bdsico. Si (v,id) es una f.c.a. para A en P, entonces v < Ip(A).

Teorema 3.3 (Completitud, [JIMP17]). Sea P = (II, R, L) un programa FA-
SILL y A un dtomo bdsico. Si Ip(A) = v, entonces v < sup{r € L : (A,id) ~*

(ryid)}.

3.4. FEl sistema FASILL

Uno de los objetivos de esta tesis ha sido proporcionar una implementacién
del lenguaje FASILL, robusta y eficiente, que nos permita incorporar todas las
caracteristicas y transformaciones que estudiamos en nuestras investigaciones.
Concluimos este capitulo con una secciéon sobre los detalles practicos y de imple-
mentacién del lenguaje FASILL que se recogen —con ligeras modificaciones— en
nuestra aportacion [JIMR20]. El sistema FASILL es una implementacion de alto
nivel escrita en Prolog que actualmente se ejecuta bajo Swi-Prolog [WSTL12],
y que estd publicamente disponible en la pagina web de nuestro grupo DEC-
TAuU.5 El codigo fuente se distribuye libremente en GitHub bajo la licencia BSD
modificada de 3 clausulas.®

3.4.1. Interfaz

El sistema FASILL es un intérprete interactivo del lenguaje de mismo nombre
que permite cargar programas y consultar objetivos sobre estos. La figura 3.2
muestra la consola interactiva de FASILL ejecutando varios objetivos sobre el
programa del ejemplo 3.1. El intérprete de comandos lee la entrada hasta el
primer salto de linea, analiza el término FASILL y lo ejecuta como un objetivo.
Tras la primera respuesta computada difusa, el usuario puede presionar la tecla

;7 para buscar la siguiente respuesta, o cualquier otra tecla para abortar la
busqueda. Ademas, es posible ejecutar determinados comandos:

= :exit sale del sistema FASILL.

= :help muestra la lista de comandos disponibles.

4Es trivial comprobar que (H, <) hereda la estructura de reticulo completo de (L, <).
Shttps://dectau.uclm.es/fasill
Shttps://github.com/jariazavalverde/fasill
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fasill> consult('good_hotel.fpl').
<1.0, {¥

fasill> consult_sim('good_hotel.sim').
<1.0, {}»>

fasill> metro ~ taxi.
0.4, {3

fasill> good_hotel(X).
<0.645, {X/hydropolis}> ;
<0.605, {X/ritz}>

fasill> findall(X-TD, truth_degree(good_hotel(X), TD), L).
<1.0, {L/[hydropolis-0.645, ritz-0.605]}>

Figura 3.2: Consola interactiva del sistema FASILL.

s :lattice(Path) carga la descripcion de un reticulo desde el fichero iden-
tificado por Path.

» :license muestra la licencia de FASILL.

» :listing lista las reglas cargadas en la sesién actual.

Aunque la carga de reglas y ecuaciones de similitud se lleva a cabo mediante
predicados incorporados, es importante observar que no es posible cargar un
nuevo reticulo de esta forma, y por lo tanto se hace necesario utilizar el comando
:lattice.

También es posible utilizar el sistema FASILL a través de la herramienta en
linea [MR17, MR19a| mostrada en las figuras 3.3 y 3.4.7 Bajo el cuadro de texto
que contiene las reglas del programa FASILL en la figura 3.3, se encuentra un
segundo cuadro que modela el reticulo de grados de verdad ([0,1], <) cargado
por defecto en el sistema. El tercer cuadro de texto contiene un conjunto de
ecuaciones de similitud, cuyo cierre produce una relaciéon de similitud asociada
al programa FASILL. Finalmente, la figura 3.4 muestra el conjunto de respuestas
computadas difusas y la representacion textual del arbol de derivacion asociado
a la ejecucion de un objetivo. Ademés, nuestra herramienta también es capaz
de mostrar el arbol de derivacion de forma gréfica, tal y como se ve en la figura
3.1.

"https://dectau.uclm.es/fasill/sandbox
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<[> Program

1 cheap(taxi) <- 0.8.
2 close(hydropolis, taxi) <- 0.7.
3  close(ritz, metro) <— 0.9.
4 | good hotel(X) <- @aver (@very(close(X, Y)), cheap(Y)).
Extend program | Unfold program
@ Lattice
1 % Elements ~
2 member (X) :- number(X), 0 =< X, X =< 1.
3 | members([0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.59,1.07).
4
5 % Distance
6  distance(X,Y,Z) :— Z is abs(Y-X).

v

bool | unit | real

= Similarity Relation

atlantis ~ ritz = 0.6.

w

metro ~ bus = 0.

bus ~ taxi = 0.4.

[ R S R

~tnorm = godel.

@ Depth limit & Cut value

Running  Tuning

I Goal

gt ot .

Figura 3.3: Area de entrada del sistema FASILL en linea.

3.4.2. Predicados incorporados

El sistema FASILL no es s6lo un meta-intérprete que simula la semantica
operacional del lenguaje FASILL, sino que cuenta ademéas con un gran nimero
de predicados incorporados, muchos de ellos inspirados en los predicados pro-
puestos por el estandar ISO Prolog [ISO95]. En particular, FASILL cuenta con
el mismo mecanismo para el manejo de excepciones, basado en los predicados
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Q Fuzzy Computed Answers

{¥/hydropolis}>
{¥/ritz}>

execution time: 2 milliseconds

<

w M

% Derivation tree

1 | GOAL <good hotel(¥), {X/X}>

2 good_hotel/l <@aver (@8very(close(V0,V1)),cheap(V1)), {X/V0}>
3 close/2 <@aver(@very(0.7),cheap(taxi)), {¥X/hydropolis}>

4 cheap/1l <@aver (@very(0.7),0.8), {X/hydropolis}>

5 IS «0.645, {X/hydropolis}>

6 close/2 <@aver (@very(0.9),cheap(metro)), {X/ritz}>

cheap/l <R@aver (@very(0.9),&godel (0.4,0.8)), {X/ritz}>

8 IS «0.605, {¥X/ritz}>
Draw derivation tree

Figura 3.4: Area de salida del sistema FASILL en linea.

incorporados catch/3 y throw/1, y dispone de los mismos predicados para la
comparacion de términos, evaluacién y comparacion aritmética, procesamien-
to de atomos, etcétera.® En esta seccién describimos en detalle algunos de los
predicados mas relevantes, como las estructuras de control o los predicados de
unificacion.

Negacion y confirmacion

Al igual que Prolog, FASILL incluye un mecanismo de negacion como fallo,
mediante el uso del meta-predicado (\+)/1, donde el objetivo \+(Goal) falla
con grado de verdad L si existe alguna respuesta computada difusa para Goal
con grado de verdad distinto de 1, o tiene éxito con grado de verdad T sin
ligar ninguna variable en caso contrario. Ademaés, en analogia a este predicado
FASILL cuenta con el meta-predicado incorporado (+) /1, que invoca un objetivo
obligandolo a tener éxito, o a fallar sin la posibilidad de seguir con la derivacion.
Es decir, (+)/1 invoca un objetivo inhibiendo la ejecuciéon de un posible paso
de fallo. El siguiente ejemplo ilustra el uso de este predicado.

Ejemplo 3.5. En ocasiones es necesario declarar reglas que no tienen un caréc-
ter inherentemente difuso o que no se benefician de la seméntica operacional
de los pasos de fallo, ya que llevan a derivaciones fallidas que no es necesario
computar. Por ejemplo, el siguiente programa FASILL define una versiéon difusa

8Puede consultarse un listado completo de los predicados incorporados de FAsILL en la
URL https://dectau.uclm.es/fasill/documentation#ref.
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de la ordenacién por insercion, cuyo grado de verdad refleja lo ordenada que
estaba la lista de entrada inicialmente.

sort([1, [1).
sort([X|Xs], Zs) <- sort(Xs, Ys) &prod insert(X, Ys, Zs).

insert(X, [1, [X1).
insert (X, [YIYs], [X,Yl|Ys]) <- +(X @=< Y).
insert(X, [Y|Ys], [Y|Zs]) <-

+(X @ Y) &prod insert(X, Ys, Zs) &prod 0.995.

Sin el uso de (+)/1, ante un objetivo como G = sort([3,2,1],zs), el sistema
FASILL reportaria una respuesta con grado de verdad 0 para cada posible per-
mutacion de la lista de entrada, excepto en una permutacion, la lista ordenada,
que es la tnica respuesta computada difusa que se esperaria obtener para este
objetivo: (0.985,{zs/[1,2,3]}). El meta-predicado (+)/1 nos permite descartar
prematuramente estas derivaciones fallidas.

Fallo y éxito

Mientras que Prolog cuenta con los predicados true/0, que siempre tiene
éxito, y false/0 (o fail/0), que siempre falla; FASILL define los predicados
top/0 y bot/0, que siempre tienen éxito con grado de verdad T y L, respecti-
vamente. Notese que bot/0 simplemente simula un paso de fallo y por lo tanto
la derivaciéon puede continuar. Sin embargo, es facil imitar el comportamiento
de £ail/0 en FASILL combinando el uso de (+)/1 y bot/0, lo que provocara el
fin prematuro de la derivacion.

fail <- +bot.

Llamadas a predicados

Al igual que Prolog, FASILL incluye meta-predicados para invocar objeti-
vos, como call/[1..], que invoca un objetivo con argumentos adicionales, y
once/1, que busca soélo la primera respuesta computada difusa. Ademas, FASILL
dispone de una version difusa, truth_degree/2 (y equivalentemente el operador
infijo on/2), que permite al usuario obtener el grado de verdad asociado a un
objetivo como un término mas. El objetivo truth_degree(Goal, TD) (o Goal
on TD) tiene éxito cuando TD es el grado de verdad asociado a una respuesta
computada difusa para el objetivo Goal. El predicado truth_degree/2 siempre
tiene éxito con grado de verdad T. La siguiente cldusula es una posible imple-
mentaciéon de este predicado en Prolog, donde sélo hay dos posibles grados de
verdad.

truth_degree(Goal, TD) :- Goal *-> TD = true ; TD = false.
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Ejemplo 3.6. Sea P el programa FASILL mostrado en el ejemplo 3.1. Entonces, el
objetivo Gy = (good _hotel(x) on v) lleva a dos respuestas computadas difusas:
(1.0, {x/hydropolis,v/0.645}) y (1.0,{z/ritz,v/0.605}). Una practica comun es
invocar al grado de verdad tras el objetivo para restituir el grado de verdad de la
respuesta computada difusa, por ejemplo, G = (good _hotel(x) on v & call(v)).

Conectivas clasicas

FASILL permite definir una gran variedad de conectivas en el reticulo, entre
ellas, conjunciones y disyunciones difusas. Ademaés, también incluye la conjun-
cion (,)/2 y la disyuncion (;)/2 clasicas de Prolog como predicados incorpo-
rados. En el caso de la conjuncién, el predicado (,)/2 es equivalente al uso de
la t-norma fija A del reticulo, y se incluye simplemente por compatibilidad con
Prolog.

','(G1, G2) <- G1 & G2.

No obstante, el predicado incorporado (;)/2 no es equivalente al uso de una
disyuncion difusa, ya que este no agrega los grados de verdad de dos objetivos,
sino que crea dos puntos de elecciéon distintos, uno para cada objetivo.

"5 (Gl, ) <- G1.
(L, G2) <- G2.

Ejemplo 3.7. Sea L el reticulo ([0, 1],<). Entonces, el objetivo Gy = (0.3;0.7)
lleva a dos respuestas computadas difusas, (0.3,id) y (0.7,id); mientras que el
objetivo G = (0.3 |juka 0.7) lleva a una sola f.c.a. (1.0, id).

FAsiLL también incluye el predicado incorporado (->)/2, que permite la
ejecucion condicional de objetivos. Su semantica es equivalente a la siguiente
definicion, donde se hace uso de (+) /1 para evitar la ejecucién del cuerpo cuando
no se satisface la condicion.

'->'(If, Then) <- +once(If) & Then.

Al igual que en Prolog, la estructura de control ';'('->'(If, Then), Else)
(escrita normalmente como If->Then;Else) cambia la semantica del operador
(5)/2 al combinarse con el condicional (->)/2.

Unificacién sintactica y unificaciéon débil

Por defecto, el sistema FASILL utiliza el algoritmo de unificacion débil y no
realiza la comprobacion de ocurrencia de variables. No obstante, tanto la unifica-
ci6n débil (weak_unification) como la ocurrencia de variables (occurs_check)
pueden ser activadas (true) o desactivadas (false) mediante el uso de la direc-
tiva set_fasill_flag/3. Cuando se desactiva la unificacién débil, el sistema
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fasill

\
unfolding
tuning

T l

unification

inference |- > environment |« >| parser
builtin |—>| exceptions |< directives

Figura 3.5: Grafo de dependencias funcionales del sistema FASILL.

utiliza el algoritmo de unificaciéon sintactica. Ademés, FASILL incluye los pre-
dicados incorporados (=) /2 (unificacion sintactica), (~)/2 (unificacion débil),
unify_with_occurs_check/2 (unificacion sintactica con comprobacion de ocu-
rrencia de variables) y weakly_unify_with_occurs_check/2 (unificacion débil
con comprobacién de ocurrencia de variables).

3.4.3. Detalles de implementacion

La implementacién completa de FASILL consiste en mas de 6000 lineas de
codigo Prolog distribuidas en varios médulos. La figura 3.5 muestra la estructura
del sistema FASILL mediante un grafo de dependencias funcionales, donde se han
omitido algunos modulos por simplicidad. En este grafo, cada vértice (o nodo)
representa un modulo, una flecha de un vértice = a otro vértice y indica que el
modulo x importa el médulo y, y una flecha bidireccional refleja una referencia
circular. La lista exhaustiva de los modulos que conforman el sistema FASILL es
la siguiente:

= El moédulo fasill exporta los predicados fasill/0 y fasill/1, que
implementan una consola interactiva, proporcionando la interfaz para el
usuario.

= El médulo fasill_arithmetic contiene predicados para la evaluacion
de expresiones aritméticas. Este moédulo se utiliza esencialmente por los
predicados incorporados que evalian expresiones aritméticas (como is/2).

s Los modulos fasill_builtin y fasill_directives contienen la defini-
cion de los predicados incorporados y de las directivas de FASILL, respec-
tivamente.
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= El médulo fasill_environment contiene predicados para manipular las
reglas del programa, el reticulo y la relaciéon de similitud cargadas en la
sesion actual.

= El moédulo fasill_exceptions contiene predicados para la creaciéon y
gestion de errores.

= El mo6dulo fasill_inference contiene la implementacién de la semén-
tica operacional de FASILL, y exporta predicados para simular pasos de
inferencia y ejecutar objetivos.

= El moédulo fasill_linearization contiene la implementacion de la téc-
nica de linealizaciéon mostrada en la seccién 3.3 sobre la semantica decla-
rativa de FASILL.

= E]l médulo fasill_parser contiene predicados para el analisis sintactico
de programas y objetivos FASILL.

s El médulo fasill_sandbox proporciona predicados para facilitar la eje-
cucién inmediata de FASILL, cargando un programa y realizando una tarea
especifica (ejecutar un objetivo, desplegar o calibrar un programa, etcéte-
ra). Este modulo es utilizado esencialmente por la herramienta en linea.

= Los modulos fasill_substitution y fasill_term contienen predicados
para la creacién, manipulacién y razonamiento de sustituciones y términos
FAsILL.

s Los moédulos fasill_tuning y fasill_tuning_smt contienen la imple-
mentacion de las técnicas de calibrado que se describirdn en detalle en el
capitulo 5.

» El médulo fasill_unfolding contiene la implementacién de las técnicas
de desplegado que se describiran en detalle en el capitulo 6.

= El médulo fasill_unification contiene predicados para la unificacion
sintactica y unificacion débil de términos FASILL.

Sintaxis

La fase de anélisis de las reglas y de los esquemas de similitud ha sido
implementada utilizando graméticas de clausulas definidas, mientras que los
reticulos son cargados como ficheros Prolog. El analizador sintactico de FASILL
es un analizador completamente nuevo implementado en Prolog; es decir, no
es una mera parametrizaciéon apropiada del analizador de Swi-Prolog, ya que,
aunque la sintaxis de FASILL y Prolog es muy cercana, existen algunas diferencias
significativas. Por ejemplo, los operadores en FASILL pueden ser etiquetados
(kgodel, @aver, ...). Ademés, controlando el proceso de anélisis, es posible un
mejor tratamiento de los errores sintacticos y hacer frente a la sintaxis simbolica
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Tabla 3.1: Operadores predefinidos de FASILL.

Prioridad Asociatividad Etiquetado Operadores

1300 xfx X <- -

1300 fx X <- -

1200 xfx X width

1100 xfy v |

1100 xfy X s

1050 xfy X ->

1000 xfy v &

1000 xfy X , &

900 xfx X on

700 xfx X = \= ~ \~

700 xfx X == \== @< 0=< > O>=
700 xfx X =..

700 xIx X is =:= =\= < =< > >=
500 yifx X - /N N/

400 yfx X * / // rem mod << >>
200 xfx X Kok

200 xfy X -

200 fy X -+ \

utilizada en el proceso de calibrado de programas FASILL, como veremos maés
adelante.

De forma analoga a la tabla 2.2 que contiene los operadores de Prolog, la
tabla 3.1 muestra los operadores definidos inicialmente en el sistema FASILL.
Esta tabla dispone de una columna adicional para especificar si un operador
debe ser etiquetado (v) o no (X). Las instrucciones en FASILL se codifican como
reglas sucedidas de un punto, donde las conectivas l6gicas difusas se representan
por los operadores (&) /2 (conjuncion), (1) /2 (disyuncién), (@) /n (agregador)
y (<-)/2 (implicacion inversa).

Reglas

El predicado program_consult/1 del médulo fasill_environment analiza
un fichero de entrada en formato FASILL y lo compila a un conjunto de términos
Prolog que se almacenan como hechos dinamicos del predicado fasill_rule/3,
donde el primer argumento es la cabeza de la regla, el segundo es el cuerpo
de la regla y el tercero es una lista que contiene informacién sobre la misma.
Por ejemplo, la regla Ry mostrada en el ejemplo 3.1 es compilada al siguiente
término Prolog.

fasill_rule(
head (term(good_hotel, [var('X')]1)),
body (term('@' (aver), [
term('@' (very), [term(close, [var('X'), var('Y')1)1),
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term(elegant, [var('Y')1)1)),
[id(4), syntax(fasill)])

Aqui, utilizamos una representacion basica (ground) para almacenar y manipu-
lar los términos FASILL con Prolog, donde:

= las variables se etiquetan como términos var/1, cuyo tinico argumento es
un atomo que representa su identificador (por ejemplo, una variable con
el identificador X se representa como var('X'));

= los nameros se etiquetan como términos num/1, cuyo tnico argumento es
un namero que representa su valor (por ejemplo, un ntmero con valor 1
se representa como num(1));

= y los 4&tomos y términos compuestos se etiquetan como términos term/2,
cuyo primer argumento es un término que representa su funtor, y el segun-
do es una lista que contiene sus argumentos etiquetados (por ejemplo, el
atomo p(a,X) se representa como term(p, [term(a,[]), var('X')1)).

Reticulos completos

Los reticulos son descritos en el sistema FASILL mediante un conjunto de
clausulas Prolog, donde la definicién de los siguientes predicados es obligatoria:
member/1, que tiene éxito cuando el término que recibe representa un grado
de verdad; bot/1 y top/1, que devuelven el infimo y el supremo del reticulo,
respectivamente; y 1leq/2, que caracteriza la relaciéon de orden.

Las conectivas difusas también se definen como predicados. El nombre de
estos predicados va precedido por and_, or_, o agr_, en funcién del tipo de
conectiva que representan (una conjuncion, una disyuncién o un agregador,
respectivamente). La aridad del predicado es n + 1, donde n es la aridad de
la conectiva y el ultimo argumento representa el resultado de la evaluacion de
dicha conectiva tomando como entrada los n primeros parametros.

Ejemplo 3.8. Las siguientes clausulas Prolog modelan el reticulo ([0,1], <) en
el sistema FASILL:

% Elements
member (X) :- number(X), 0 =< X, X =< 1.

% Ordering relation
leq(X,Y) :- X =< Y.

% Supremum and infimum
bot (0.0).
top(1.0).

% Binary operations
and_prod(X,Y,Z) :- Z is X*Y.
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and_godel(X,Y,Z) :- Z is min(X,Y).
and_luka(X,Y,Z) :- Z is max(X+Y-1,0).
or_prod(X,Y,Z) :- Z is (X+Y)-(X*Y).
or_godel(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).
or_luka(X,Y,Z) :- Z is min(X+Y,1).

% Aggregators

agr_aver(X,Y,Z) :- Z is (X+Y)/2.
agr_geom(X,Y,Z) :- Z is sqrt(X*Y).
agr_very(X,Y) :- Y is XxX.

Relaciones de similitud

Una relacion de similitud puede especificarse parcialmente estableciendo un
conjunto de ecuaciones de similitud. Una ecuacién de similitud es una declara-
cion con forma textual z/n ~ y/n = «, que se almacena en el sistema FASILL
como un hecho dinamico del predicado fasill_similarity/3. Cada hecho re-
presenta una entrada R(x,, y,) = a de la relaciéon binaria difusa R, y su lectura
intuitiva es que dos simbolos n-arios, = e y, estdn relacionados con un cierto gra-
do «. La especificacion de la aridad para las constantes (/0) se puede omitir en
la ecuacion.

Notese que si el usuario introduce dos o més ecuaciones conflictivas, el siste-
ma FASILL mantiene el grado de similitud de la primera de ellas y muestra un
mensaje de error. Por ejemplo, asumiendo que el usuario introduce las siguien-
tes ecuaciones de similitud: bus ~ taxi = 0.4,bus ~ taxi = 0.7y taxi ~
bus = 0.8, entonces FASILL considera que el grado de similitud entre bus y
taxi es 0.4, y reporta el siguiente mensaje de error al usuario:

warning(conflicting_equations(bus/0, taxi/O, [0.4, 0.7, 0.8])).

Cuando un conjunto de ecuaciones de similitud se carga en el entorno, el pre-
dicado similarity_closure/0 es invocado para computar los cierres reflexivo,
simétrico y transitivo con el fin de generar una relaciéon de similitud completa.

similarity_closure :-
similarity_domain(Dom),
similarity_scheme(Scheme),
similarity_tnorm(Tnorm),
lattice_call_bot(Bot),
lattice_call_top(Top),
similarity_retract,
similarity_closure_check_equations(Dom, Eq),
similarity_closure_reflexive(Dom, Scheme, Tnorm, Bot, Top),
similarity_closure_symmetric(Dom, Scheme, Tnorm, Bot, Top),
simi1arity_closure_transitive(Dom, Scheme, Tnorm, Bot, Top),
assertz(fasill_similarity_tnorm(Tnorm)) .
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Este predicado primero busca el dominio U/ de la relacion de similitud R que
se va a generar; esto es, el conjunto de todos los simbolos que aparecen en
las ecuaciones de similitud (evitando elementos duplicados), y recoge todas las
ecuaciones de similitud en una lista de términos de la forma sim(x,y,n,r).
Después se elimina el esquema de similitud actual y se computan los cierres
reflexivo, simétrico y transitivo.

El predicado similarity_closure_reflexive/5 computa el cierre reflexivo
de un esquema de similitud. Para ello, toma cada simbolo x € U y establece que
el simbolo z tiene un grado de similitud consigo mismo de T. Esto garantiza la
propiedad reflexiva de la relacion de similitud, R(z,z) = T.

similarity_closure_reflexive(Dom, _, _, _, Top) :-
forall(
member (X/Arity, Dom),
assertz(fasill_similarity(X/Arity,X/Arity,Top))

El predicado similarity_closure_symmetric/5 computa el cierre simétri-
co de un esquema de similitud. Para ello, toma cada par de elementos (z,y) € U?
y busca si hay una ecuacién x ~ y = a 0 y ~ & = «. Si existe, el predicado es-
tablece que el grado de similitud entre los simbolos x e y es «, y viceversa. Esto
garantiza la propiedad simétrica de la relacion de similitud, R(z,y) = R(y, ).

similarity_closure_symmetric(Dom, Scheme, _, _, _) :-
forall(

( member (X/Arity, Dom),
member (Y/Arity, Dom),
\+(fasill_similarity(X/Arity,Y/Arity,_,_)),
once( member (sim(X,Y,Arity,TD), Scheme)

; member (sim(Y,X,Arity,TD), Scheme)
)

), (
assertz(fasill_similarity(X/Arity,Y/Arity,TD)),
assertz(fasill_similarity(Y/Arity,X/Arity,TD))

)

).

Finalmente, el predicado similarity_closure_transitive/5 computa el
cierre transitivo de un esquema de similitud. Para ello, toma cada tripla (x, y, z) €
U? y establece que los simbolos = y z tienen un grado de similitud (R(z,y) A
R(y,z)) VR(x,z). Esto garantiza la propiedad transitiva de la relacion de simi-
litud, R(z,z) > R(z,y) A R(y, z). El predicado lattice_call_connective/3
se utiliza para invocar conectivas del reticulo.

similarity_closure_transitive(Dom, _, Tnorm, Bot, ) -
forall(
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( member(Y/Arity, Dom),
member (X/Arity, Dom), X \=Y,
member (Z/Arity, Dom), Z \=Y, X \= Z,
once( fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,TDxz)

; TDxz = Bot),
once(fasill_similarity(X/Arity,Y/Arity,TDxy)),
once(fasill_similarity(Y/Arity,Z/Arity,TDyz))

), (
lattice_call_connective('&' (Tnorm), [TDxy,TDyz], TDxyz),
lattice_call_connective('|'(Tnorm), [TDxz,TDxyz], TD),
retractall(fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,_)),
assertz(fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,TD))

)

Nuestro algoritmo para el calculo del cierre transitivo es una adaptaciéon
directa del algoritmo de Warshall para encontrar el camino minimo en grafos
dirigidos ponderados [War62|, y tiene complejidad O(n?), donde n = |U| es
el namero de elementos del dominio. Sin embargo, es importante aclarar que
esto no produce un sobrecoste en tiempo de ejecucién, ya que los cierres se
computan una dnica vez en tiempo de compilacion. En tiempo de ejecucion el
sistema FASILL simplemente consulta las entradas de la relacion de similitud
resultante.

Unificacion débil

La unificacion débil se aplica tanto a términos como a atomos. El algoritmo
de unificacién débil ha sido implementado siguiendo el algoritmo de unificacion
sintactica dado por Robinson [Rob65] que, en el contexto de una implementa-
cion de alto nivel, se comporta como el algoritmo de unificacion de Martelli-
Montanari [MM82].

El predicado lambda_wmgu/5 computa el unificador débil méas general um-
bralizado de dos expresiones. En general, el valor del umbral establecido por
FASILL es L, pero el usuario puede establecer un umbral de unificacién cam-
biando el valor de lambda_cut mediante la directiva o el predicado incorporado
set_fasill_flag/3 para que la unificacion de dos expresiones so6lo tenga éxito
cuando el grado de unificacién sea mayor o igual a un umbral dado.?

lambda_wmgu(A, B, Lambda, OccursCheck, WMGU) :-
lattice_call_top(Top),
empty_substitution(Sub),
lambda_wmgu(A, B, Lambda, OccursCheck, state(Top,Sub), WMGU).

9Por ejemplo, el usuario puede establecer el valor del umbral a 0.5 ejecutando el objetivo
“set_fasill_flag(lambda_cut, 0.5)".
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El objetivo lambda_wmgu(A, B, Lambda, OccursCheck, state(TD,WMGU)) tie-
ne éxito cuando WMGU es el A-wmguy de A y B, donde TD > Lambda es el grado
de unificacion.

El predicado auxiliar 1lambda_wmgu/6 es utilizado por lambda_wmgu/5 para
pasar de un estado a otro durante el proceso de unificacion, empezando por
el estado inicial (T,id). Aqui, los dos primeros argumentos representan las ex-
presiones a ser unificadas débilmente (en su representacion basica), el tercer
argumento es el valor del umbral (también en su representacion basica), el cuar-
to argumento es un atomo que determina si se debe comprobar la ocurrencia
de variables (true) o no (false), el quinto argumento es el estado actual de
la unificacion, y el sexto argumento es el siguiente estado de la unificacion.
Un estado es representado en FASILL mediante un término Prolog de la forma
state(TD,Sub), donde TD es el grado de unificacién y Sub es el A-wmguy. FA-
SILL utiliza la libreria assoc de Swi-Prolog para manipular las sustituciones
como listas de asociaciones (implementadas como arboles AVL). Como Prolog,
FASILL permite el uso de variables anoénimas “_” para unificar una expresion sin
ligar ningtn valor a la variable.

Por ejemplo, la siguiente clausula corresponde a la regla de transicion (3)
de la Figura 2.3, donde se unifica una variable con un término que no contiene
dicha variable.

lambda_wmgu(var(V), T, _, Occurs, state(TD,S0), state(TD,S3)) :-
',
(Occurs == true -> occurs_check(V, T) ; true),
list_to_substitution([V-T], S1),
compose (S0, S1, S2),

put_substitution(S2, V, T, S3).

Pasos de inferencia

La semantica operacional de FASILL ha sido implementada como un sistema
de transiciéon de estados. El predicado query/2 tiene éxito cuando el primer
argumento es un objetivo (en su representacion bésica) y el segundo es una
respuesta computada difusa para ese objetivo. Un estado es un término de la
forma state(Goal, Substitution) y una f.c.a. es un estado donde el objetivo
es un grado de verdad del reticulo.

query(Goal, Answer) :-
init_substitution(Goal, Vars),
State = state(Goal, Vars),
derivation(top_level/0O, State, Answer, _).

El estado inicial de la derivacion esta compuesto por el objetivo del argumento de
query/2 y por una sustitucion inicial {z¢ /o, ..., 2, /2, } que liga cada variable
que ocurre en el objetivo a ella misma. Por ejemplo, la sustitucion inicial para
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el objetivo “elegant (X, Y)” es codificada en Prolog como la lista de asociacio-
nes t('X', var('X"), >, t, t('Y', var('Y'), -, t, t)), que indica que
la variable X toma el valor var('X') y la variable Y toma el valor var('Y').
Estas listas se implementan como arboles binarios de busqueda AVL.'0

El predicado derivation/4 realiza una derivacion desde el estado inicial
hasta una respuesta computada difusa o hasta una excepcién sin capturar. Este
predicado recibe el indicador!! del predicado que realizé la llamada y un estado
inicial, y devuelve el tltimo estado y una lista que contiene informacioén sobre
los pasos de computacion realizados (para fines de depuracion).

derivation(From, Statel, State2, Info) :-
current_fasill_flag(depth_limit, num(Depth)),
( catch(
derivation(From, Statel, State2, Depth, 0, Info),
exception(Error),
(State2 = exception(Error), Info = [])
)
*-> true
; lattice_call_bot(Bot),
Statel = state(_, S0),
State2 = state(Bot, S0)

Si no existe ninguna derivacion, se genera la respuesta computada difusa (L, 6),
donde 0 es la sustitucion inicial.

El predicado auxiliar derivation/6 va de un estado al siguiente hasta al-
canzar una respuesta computada difusa o una excepcioén sin capturar. Este pre-
dicado toma dos parametros adicionales para controlar la profundidad de la
derivacién que el usuario puede establecer cambiando el valor de la bandera
depth_limit mediante set_fasill_flag/3.

derivation(_, State, State, Depth, Depth, []) :-
Depth > 0, !.

derivation(_, exception(Error), exception(Error), _, _, [1) :-
throw(exception(Error)), !.

derivation(_, state(Goal,Sub), state(Goal,Sub), _,
is_fuzzy_computed_answer(Goal), !,
lattice_call_bot(Bot),
( Bot == Goal ->

current_fasill_flag(failure_steps, term(true, []))

; true ).

derivation(From, Statel, State3, Depth, N, [X[|Xs]) :-

- I -

Ohttps://wuw.swi-prolog.org/pldoc/man?section=assoc
1Un predicado con nombre Pred que recibe N argumentos se denota usualmente por su
indicador Pred/N.
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catch(
inference(From, Statel, State2, X),
Error,
(State2 = exception(Error), !)),
succ(N, M),
derivation(From, State2, State3, Depth, M, Xs).

La primera clausula devuelve el estado actual de la derivaciéon si se ha llega-
do a la profundidad méxima. La segunda clausula lanza una excepcion si se ha
alcanzado un error sin capturar. La tercera clausula comprueba si se ha alcanza-
do una respuesta computada difusa, mediante is_fuzzy_computed_answer/1,
que invoca al predicado member/1 del reticulo para comprobar si el objetivo es
un grado de verdad. Si el grado de verdad asociado a esta f.c.a. es L, el sis-
tema comprueba que los pasos de fallo estan habilitados mediante la bandera
failure_steps. Finalmente, la cuarta clausula realiza un paso de inferencia
mediante el predicado inference/4.

inference(From, Statel, State2, Info) :-
operational_step(From, Statel, State2, Info).
inference(From, state(Goal,Subs), State2, Info) :-
interpretable(Goal),
interpretive_step(From, state(Goal,Subs), State2, Info).

El predicado inference/4 trata de realizar un paso operacional. Si no es
posible, entonces realiza un paso interpretativo. Por lo tanto, los pasos interpre-
tativos s6lo son dados cuando todos los &tomos del objetivo han sido resueltos.
El predicado interpretable/1 tiene éxito cuando un objetivo no contiene nin-
gin atomo.

La fase operacional estéa dividida en dos tipos de pasos: pasos de éxito y pasos
de fallo. Un paso de fallo se realiza so6lo cuando no es posible realizar ningin
paso de éxito. Esto es controlado mediante el uso del llamado corte blando'?

(x->) /2.

operational_step(From, Statel, State2, Info) :-
( success_step(From, Statel, State2, Info) *->
true
; failure_step(Statel, State2, Info) ).

El predicado success_step/4 funciona de manera similar a un paso SLD en
un intérprete de Prolog. Primero, success_step/4 selecciona el 4tomo mas a la
izquierda del objetivo mediante select_atom/4 y comprueba si es un predicado
incorporado o un predicado definido por el usuario. Si el &tomo es un predicado

12E] corte blando (*->)/2 es una estructura de control que se comporta como el condicional
(->)/2 con la diferencia de que reevaltia la premisa.
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incorporado, es resuelto por el predicado eval_builtin_predicate/4 del mo-
dulo fasill_builtin. Si es un predicado definido por el usuario, siguiendo las
reglas definidas en la seccion 3.2, el sistema busca las reglas cuyas cabezas unifi-
quen débilmente con el &tomo y reemplaza el &tomo seleccionado por el cuerpo
de la regla, componiendo el w.m.g.u. con la sustituciéon del estado actual. Si el
predicado no existe, se lanza una excepcion (existence_error).

success_step(From, state(G0,S0), state(G1,S1), Name2/Arity) :-
select_atom(GO, ExprVar, Var, Expr),
Expr = term(Name, Args),
length(Args, Arity),
(Name = Name2 ;
(current_fasill_flag(weak_unification, term(true, []))->
lattice_call_bot(Bot),
similarity_between(Name, Name2, Arity, Sim, _),
Name \= Name2, Sim \== Bot)
),
% Builtin predicate
(is_builtin_predicate(Name2/Arity) -> (
eval_builtin_predicate(
Name2/Arity,
state(G0,S0),
selected(ExprVar, Var, Expr),
state(G1,S1)
)
) 5«
% User-defined predicate
(program_has_predicate(Name2/Arity) -> (
lattice_tnorm(Tnorm),
lattice_call_top(Top),
program_clause (Name2/Arity, Rule),
Rule = fasill_rule(head(Head), Body, _),
rename ( [Head,Body], [HeadR,BodyR]),

unify(Expr, HeadR, _, state(TD,SubsExpr)),
(BodyR = empty ->
Var = TD ;

( BodyR = body(Body_),
(TD == Top ->
Var = Body_ ;
Var = term('&' (Tnorm), [TD,Body_1)))),
apply (SubsExpr, ExprVar, G1),
compose (S0, SubsExpr, S1)
) 5«
% Undefined predicate
existence_error(procedure, Name/Arity, From, Error),
throw_exception(Error)
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))
).

El predicado failure_step/3 es invocado cuando un atomo falla y reem-
plaza el atomo seleccionado por el infimo del reticulo. Notese que el usuario
puede desactivar los pasos de fallo estableciendo el valor de failure_steps a
false mediante set_fasill_flag/3, o invocando el objetivo mediante el meta-
predicado (+) /1.

failure_step(state(G0,S0), state(G1,S0), 'FS') :-
current_fasill_flag(failure_steps, term(true, [1)),
lattice_call_bot(Bot),
select_atom(GO, G1, Bot, Atom),
Atom \= term('+', [_]).

Finalmente, el predicado interpretive_step/3 es invocado cuando el ob-
jetivo no contiene ningiin atomo. Este predicado selecciona la conectiva més a
la izquierda cuyos argumentos son todos grados de verdad, y la evaliia llamando
al predicado lattice_call_conective/3, que invoca a la conectiva adecuada
del reticulo y devuelve el resultado.

interpretive_step(From, state(G0,S0), state(G1,S0), 'IS') :-
( select_expression(GO, G1, Var, Expr) ->
interpret (Expr, Var)
; type_error(truth_degree, GO, From, Error),
throw_exception(Error) ).

Algunos predicados utilizan los términos bot y top como una representacion
bésica del infimo y el supremo del reticulo, respectivamente. Estos términos
también son evaluados mediante la aplicaciéon de pasos interpretativos.

interpret(bot, Bot) :- !, lattice_call_bot(Bot).
interpret(top, Top) :- !, lattice_call_top(Top).
interpret(sup(X, Y), Z) :- !, lattice_call_supremum(X, Y, Z).

interpret (term(Op, Args), Result) :-
lattice_call_connective(Op, Args, Result).

3.4.4. Pruebas y evaluacién de rendimiento

Con el fin de determinar el sobrecoste introducido por nuestras técnicas de
implementacion que materializan el paradigma de programacion logico difuso
sobre un sistema Prolog clasico, hemos medido el tiempo de ejecucion y el ni-
mero de inferencias de algunos programas FASILL,'® tanto interpretados como

13Los programas utilizados en nuestros experimentos pueden ejecutarse en la versién en linea
de FasiLL. El cédigo fuente de las pruebas puede encontrarse en la URL https://github. com/
jariazavalverde/fasill/tree/master/test/experiments.
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Tabla 3.2: Tiempo medio de ejecucién (en milisegundos) de un programa FASILL
arbitrario con n hechos tras 100 ejecuciones, en funcion de la t-norma utilizada
en la derivacion.

n Clasica Godel FLukasiewicz Producto
50 14 14 14 14

100 53 51 50 50

200 216 209 208 202

300 | 439 443 471 452

400 779 778 774 775

500 1209 1202 1200 1201
1000 | 4860 4763 4729 4887

compilados.'*

Resoluciéon

En nuestro primer experimento discutimos los resultados de utilizar varias
t-normas diferentes a la conjuncién clasica en un programa FASILL. Para ello,
consideramos una regla general de la forma “p < p; Apa A ... Ap,” junto con
un conjunto de hechos “p; < w;” que definen cada uno de los simbolos pro-
posicionales p; con un peso arbitrario w; € [0, 1] generado aleatoriamente. La
tabla 3.2 resume el tiempo medio de ejecucién obtenido tras ejecutar diferentes
instancias del programa FASILL propuesto, utilizando las diferentes t-normas de
las logicas de Godel, de Lukasiewicz y del producto (todas ellas basadas en ope-
raciones aritméticas). El contraste realizado con respecto al caso clasico (donde
se utiliza un reticulo con dos valores de verdad cuya t-norma es la conjunciéon
de la logica clésica), revela que la evaluacion de diferentes t-normas no produce
un sobrecoste significativo en tiempo de ejecucion.

El sistema FASILL es capaz de compilar programas logicos difusos a codi-
go Prolog estandar. La técnica de compilacion fue concebida inicialmente pa-
ra programas MALP [JIMPO6], que pueden ser vistos como programas FASILL
sin relaciones de similitud, y son suficientemente expresivos para los experi-
mentos descritos a continuaciéon. El punto clave de este cddigo Prolog es ex-
tender cada dtomo del programa con un argumento adicional, que serd uti-
lizado para contener el grado de verdad obtenido tras la evaluacién de un
atomo. En el caso de un hecho, el argumento adicional contiene el peso di-
rectamente. Por ejemplo, la regla “p(a) + 0.5” es traducida al hecho Prolog
“p(a,0.5)”. Las conectivas difusas son representadas como predicados definidos
en el reticulo asociado al programa. Por ejemplo, la conectiva binaria & goger
se define mediante el predicado and_godel/3 en el reticulo, donde el tercer
parametro representa el resultado de la operacion. Asi, el resultado de com-

1 Todas las pruebas de esta seccion han sido ejecutadas en Swi-Prolog 8.0.6 (64 bits) utili-
zando un ordenador de sobremesa equipado con un procesador AMD Opteron™ @ 1593 MHz
y 2.00 GB RAM.
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Tabla 3.3: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias
del problema de las n reinas ejecutado en el intérprete FASILL y en SwI-Prolog
(tanto la version compilada del programa FASILL como el programa original en
Prolog) tras 50 ejecuciones.

N FASILL (interpretado) FASILL (compilado) Prolog
Tiempo Inferencias Tiempo Inferencias | Tiempo Inferencias
7 | 1869 18100580 2 8789 1 4182
8 | 8359 81092264 4 35763 2 17826
9 | 43459 402929204 31 158124 11 80825
10 | 216478 1990401248 | 142 724980 63 383746
11 | 1159475 11009507950 | 718 3656347 268 1973693
12 | 6847892 66065674305 | 3728 20021101 1466 10960122

7

pilar una regla como “p(z) < q(z,y) &goder 7(y)” seria la clausula Prolog
“p(x,v9) + q(x,y,v1),7(y,v2),and__godel(vy,va,v0)”. La figura 3.6 muestra un
programa FASILL (adaptado de [SS94]), que es también un programa MALP y
Prolog, junto a su versiéon compilada a Prolog.

Dado que FASILL subsume la sintaxis de Prolog, un programa escrito en
Prolog puro puede ser ejecutado por el sistema FASILL sin ninguna modificacion.
La tabla 3.3 muestra el tiempo de ejecucion y el niimero de inferencias realizadas
por SwWi-Prolog para resolver el problema de las n reinas mostrado en la figura
3.6, ejecutando: (1) el codigo original de Prolog en el intérprete FASILL; (2) la
version compilada del programa FASILL en Swi-Prolog; v (3) el codigo original
de Prolog en Swi-Prolog. Notese que para estas pruebas hemos deshabilitado
los pasos de fallo. Como se observa en la figura 3.7a, se produce un sobrecoste
significativo en la version interpretada del cédigo FASILL. Sin embargo, este
sobrecoste se reduce drasticamente cuando compilamos el programa FASILL (sin
similitudes) a codigo Prolog.

El programa anterior no tiene realmente una naturaleza difusa. Por este mo-
tivo, presentamos a continuacién otra prueba para medir el rendimiento del sis-
tema FASILL con una aplicacion real. En particular, nos centramos en el lenguaje
FsA-SPARQL, que proporciona mecanismos para expresar consultas difusas con-
tra datos RDF y permite la transformacion y difuminacion de datos provenientes
de APIs de redes sociales [AJBTM18]. La tabla 3.4 muestra el tiempo medio
de ejecucion y el nimero de inferencias realizadas por Swi-Prolog al ejecutar
una consulta FSA-SPARQL con n resultados. En este caso, no comparamos el
rendimiento con Prolog puro, ya que este no puede manejar grados de verdad
distintos a true y false, y las consultas FSA-SPARQL utilizan el reticulo real en
el intervalo unitario ([0, 1], <) junto a una gran variedad de conectivas difusas.
Noétese que la version compilada funciona de manera muy eficiente, pero es im-
portante resenar que las técnicas de calibrado que introduciremos en el capitulo
5 (y que también usamos en el lenguaje FSA-SPARQL [AJBTMR19]) s6lo estan
disponibles a la hora de interpretar un programa FASILL, y no en su version
compilada a Prolog.
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Unificacion

Para terminar esta seccion, prestamos atencion a la unificacion. Como men-
cionamos anteriormente, hemos utilizado una adaptacion del algoritmo de Mar-

:- set_fasill_flag(symbolic,false). queens (N, TD) :-
:- set_fasill_flag(failure_steps,false). queens(N, _, TD1),
:- set_fasill_flag(weak_unification,false). TD1 \= false, TD2 = false,
and_bool(TD1, TD2, TD),
queens (N) :- TD \= false ; TD = true.
queens(N, _), queens (N, Qs, TD) :-
false ; gen_list(N, Qs, TD1), TD1 \= false,
true. place_queens(N, Qs,_,_, TD2), TD2 \= false,
queens (N, Qs) :- and_bool(TD1, TD2, TD), TD \= false.
gen_list(N, Qs), gen_list(0, [], true).
place_queens(N, Qs, _, _). gen_list(N, [_IL], TD) :-
gen_list(0, [1). N > 0, N1 is N-1,
gen_list(N, [_IL]) :- gen_list(N1, L, TD), TD \= false.
N > 0, place_queens(0, _, _, _, true).
N1 is N-1, place_queens(I, Qs, Ups, [_IDs], TD) :-
gen_list(N1, L). I>0, I1is I-1,
place_queens(0, _, _, _). place_queens(I1, Qs, [_|Ups]l, Ds, TD1),
place_queens(I, Qs, Ups, [_IDs]) :- TD1 \= false,
I>0, place_queen(I, Qs, Ups, Ds, TD2),
I1 is I-1, TD2 \= false,
place_queens(Il, Qs, [_|Ups], Ds), and_bool(TD1, TD2, TD), TD \= false.
place_queen(I, Qs, Ups, Ds). place_queen(Q, [QI_1, [Ql_], [Ql_], true).
place_queen(Q, [QI_1, [QI_1, [Ql_1). place_queen(Q, [_1Qs], [_IUpsl, [_IDs], TD):-
place_queen(Q, [_1Qs],[_|Ups]l,[_IDs]) :- place_queen(Q, Qs, Ups, Ds, TD),
place_queen(Q, Qs, Ups, Ds). TD \= false.
(a) Programa original. (b) Programa compilado.

queens (XN,TD) :-
unify(XN,N,TD1), (queens(N,_,TD2),false ; TD2=1,true),
degree_composition([TD2,TD1],TD).

queens (XN, XQs,TD) :-
unify(XN,N,TD1), unify(XQs,Qs,TD2), gen_list(N,Qs,TD3), place_queens(N,Qs,_,_,TD4),
degree_composition([TD4,TD3,TD1,TD2],TD).

gen_list(X,L,TD) :-
unify(X,0,TD1), unify(L, [],TD2), degree_composition([TD1,TD2],TD).

gen_list(XN,XL,TD) :-
unify(XN,N,TD1), unify(XL,[_|L],TD2), N>0, N1 is N-1, gen_list(N1,L,TD3),
degree_composition([TD3,TD1,TD2],TD) .

place_queens(X,Y,Z,L,TD) :-
unify(X,0,TD1), unify(Y,_,TD2), unify(Z,_,TD3), unify(L,_,TD4),
degree_composition([TD1,TD2,TD3,TD4],TD) .

place_queens (XI,XQs,XUps,L,TD) :-
unify(XI,I,TD1), unify(XQs,Qs,TD2), unify(XUps,Ups,TD3), unify(L,[_|Ds],TD4),
I >0, I1 is I-1, place_queens(I1,Qs,[_|Ups],Ds,TD5), place_queen(I,Qs,Ups,Ds,TD6),
degree_composition([TD1,TD2,TD3,TD4,TD5,TD6],TD) .

place_queen(X,Y,Z,L,TD) :-
unify(X,Q,TD1), unify(Y,[Ql_],TD2), unify(Z,[Q|_],TD3), unify(L,[Ql_],TD4),
degree_composition([TD1,TD2,TD3,TD4],TD) .

place_queen(X,Y,Z,L,TD) :-
unify(X,Q,TD1), unify(Y,[_1Qs],TD2), unify(Z,[_|Ups],TD3), unify(L,[_|Ds],TD4),
place_queen(Q,Qs,Ups,Ds,TD5), degree_composition([TD1,TD2,TD3,TD4,TD5],TD).

(¢) Programa compilado con unificaciéon débil.

Figura 3.6: Problema de las n reinas en FASILL y su version compilada a Prolog.
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Tabla 3.4: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) y ntimero de inferen-
cias de una consulta FSA-SPARQL con n resultados, ejecutado por el intérprete
FasILL y por Swi-Prolog (al compilarlo) tras 50 ejecuciones.

FASILL (interpretado) FASILL (compilado)
n Tiempo Inferencias Tiempo Inferencias
1 19 178121 0 48
10 248 2450972 0 606
50 4480 42726732 1 7006
100 | 24049 220263932 7 24006
500 | 1913152 18194261532 | 89 520006
1000 | 13802164 137621008532 | 365 2040006

telli y Montanari [MM82] como descripcion formal del algoritmo de unificacion
débil, que definimos como un sistema de transiciéon de estados, y tiene una com-
plejidad casi lineal en implementaciones de bajo nivel (es decir, mediante el uso
de maquinas virtuales). Sin embargo, hemos implementado la unificacion débil
siguiendo la linea del algoritmo de unificacién de Robinson porque es mas sim-
ple de implementar. La complejidad de este algoritmo es exponencial respecto
al namero de simbolos en el peor caso. No obstante, se comporta bien en la
practica excepto para algunos casos atipicos (lo que explica que este algoritmo
siga presente en muchas implementaciones actuales de demostradores de teore-
mas, intérpretes de Prolog, sistemas de tipos, etcétera). En [HV09] se realiza un
amplio estudio comparando el rendimiento de diferentes métodos de unificacion,
donde se muestra que el algoritmo de Martelli y Montanari, aunque tiene una
complejidad casi lineal en el peor caso, en la préactica se comporta peor que el

tiempo de ejecucion (

—— interpretado
~~~~ compilado (wmgu)

compilado (mgu)
~~~~.- prolog -

1,000 - T
100 - ///,’/ / /:/’ - L
10 - e s
1 Fem . ‘ ‘ ‘
7 8 9 10 11 12
reinas

(a) Resolucion.

Figura 3.7: Comparacion de los tiempos
viendo objetivos y unificando términos.
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(b) Unificacion.

de ejecucion del sistema FASILL resol-
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Tabla 3.5: Tiempo de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias del
algoritmo para computar el unificador més general, al unificar términos FASILL
arbitrarios de n simbolos aleatoriamente anidados tras 1000 ejecuciones.

. Tiempo (ms) Inferencias

minimo media mAaximo | minimo media maximo
10 0 0 1 90 318 677
100 1 3 10 12997 41302 64948
250 10 30 90 102405 264125 404680
500 39 107 225 372728 1053805 1591275
750 76 240 493 756870 2376113 3497821
1000 | 101 437 778 1020895 4226163 6258932

Tabla 3.6: Tiempo de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias del
algoritmo para computar el unificador débil mas general, al unificar débilmente
términos FASILL arbitrarios de n simbolos aleatoriamente anidados tras 1000
ejecuciones.

. Tiempo (ms) Inferencias

minimo media mAaximo | minimo media maximo
10 0 0 3 443 609 852
100 1 4 32 17132 44403 73484
250 12 32 144 107739 290396 438447
500 39 134 294 408423 1119831 1720331
750 91 259 616 829200 2531031 3698443
1000 | 139 461 1121 1377969 4449438 6540874

algoritmo de Robinson. Por otro lado, hay que tener en cuenta que aqui hemos
implementado la unificacion débil (y el sistema FASILL completo) mediante SwI-
Prolog. Por eso utilizamos técnicas de implementacion de alto nivel y delegamos
a SWI-Prolog las tareas complejas de la unificacion débil, como ligar las variables
a los términos y aplicar la composicion de las sustituciones. De esta forma, la
implementacion de ambos algoritmos es muy cercana y se comportan de forma
similar dentro de este marco. El sobrecoste de las adaptaciones difusas de estos
algoritmos (cuando se basan en similitudes) con respecto a las versiones clasicas
de los mismos se debe principalmente a los accesos ineludibles a las entradas de
la relacion de similitud, y a la aplicaciéon de la t-norma utilizada para propagar
los grados de verdad entre los simbolos.

Hemos realizado una prueba para medir el sobrecoste que introduce la uni-
ficacion débil sobre la unificacién sintéctica clasica, dado que los programas
utilizados en las evaluaciones previas carecen de similitudes. El experimento
muestra el tiempo de ejecuciéon y el nimero de inferencias realizadas por Swi-
Prolog al ejecutar el algoritmo de unificaciéon implementado por FASILL tanto
al unificar términos arbitrarios de n simbolos aleatoriamente anidados (véase la
tabla 3.5) como al unificar débilmente este tipo de términos (véase la tabla 3.6).
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Tabla 3.7: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias
del problema de las n reinas tras 50 ejecuciones. Tanto la versién compilada del
programa FASILL, que llama explicitamente al algoritmo de unificacién débil,
como el programa Prolog original son ejecutados sobre Swi-Prolog.

FasiLL (compilado + wmgu) | Prolog
" Tiempo Inferencias Tiempo Inferencias
7 33 426957 1 4182
8 | 140 1845388 2 17826
9 | 636 8430242 11 80825
10 | 3113 40186261 63 383746
11 | 15837 207367767 268 1973696
12 | 87825 1153940993 1466 10960122

Al comparar los tiempos de ejecucion promedio de ambas tablas, concluimos
que la unificacién débil es ligeramente més lenta que la unificacion sintactica.
Sin embargo, esta diferencia es practicamente insignificante, como se muestra
en la figura 3.7b.

Para terminar, hemos disenado un ultimo experimento para medir el so-
brecoste introducido por nuestro algoritmo de unificaciéon débil con respecto al
algoritmo de unificacion sintactica de Swi-Prolog. Este objetivo se logra me-
diante la producciéon de una variante del cédigo compilado en la figura 3.6b
donde se agregan llamadas explicitas al algoritmo de unificacion débil (siguien-
do técnicas similares a las utilizadas para traducir programas Bousi~Prolog
[JISP20]), dando lugar al c6digo mostrado en la figura 3.6¢. Como se puede ob-
servar en la tabla 3.7, el algoritmo de unificacién débil tiene un precio a pagar,
pero es asequible. En relaciéon a este punto, la figura 3.7a es muy reveladora,
ya que muestra graficamente el coste creciente que se produce al incluir varias
caracteristicas difusas en un lenguaje de programacion logico.

3.5. Conclusiones

En este capitulo hemos repasado los principales conceptos del lenguaje FA-
SILL, desde su sintaxis y su seméantica hasta los aspectos préacticos de su imple-
mentaciéon en un lenguaje logico de alto nivel. A continuacién concretamos los
diferentes propésitos de este capitulo.

(1) Hemos introducido el lenguaje FASILL: un lenguaje de primer orden que
combina un algoritmo de unificaciéon débil, basado en relaciones de simili-
tud, junto con un amplio repertorio de conectivas difusas cuyas funciones
de verdad pueden ser definidas sobre un reticulo completo.

(2) Hemos descrito la semantica operacional de FASILL, que se concibe como
un sistema de transiciéon de estados con dos fases claramente diferenciadas:
una primera fase de resoluciéon difusa en la que se explotan los a4tomos
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del objetivo, y una segunda fase interpretativa en la que se evalian las
conectivas.

Hemos descrito también su semantica declarativa, como una extension
difusa del concepto clasico de modelo minimo de Herbrand [JIMP17,
JIMP18|, que nos permite dar una nociéon de las propiedades de correccion
y completitud de FASILL.

Aunque la regla de computacion de FASILL no es independiente en gene-
ral, hemos demostrado que si lo es respecto de los pasos interpretativos
[JIMR22a]. Este resultado, que nos permite “reordenar” los pasos interpre-
tativos en las derivaciones sin afectar a las respuestas computadas difusas
de un programa, sera de utilidad en la demostracién de las propiedades
fundamentales de las técnicas de calibrado y desplegado difuso que estu-
diamos en los siguientes capitulos.

Hemos presentado el sistema FASILL: una implementacion de alto nivel del
lenguaje FASILL que incluye caracteristicas adicionales, como estructuras
de control y predicados incorporados, y que permite activar o desactivar
en tiempo de ejecucion las diferentes componentes difusas del lenguaje.
Siguiendo la linea de nuestra aportacion [JIMR20|, describimos su arqui-
tectura y los detalles de implementacién en Prolog.

Ademas, hemos mostrado el entorno de programaciéon de FASILL, que se
compone de una consola interactiva que se ejecuta sobre Swi-Prolog, y de
una herramienta en linea, que permite ejecutar programas logicos difusos
en la web y visualizar de forma gréfica los arboles de derivacion.

Por dltimo, hemos disenado una serie de experimentos sobre el sistema
FasiLL, para medir el sobrecoste que supone incorporar las distintas com-
ponentes difusas en un lenguaje logico [JIMR20], tanto al extender el
mecanismo de resolucion, como al reemplazar el algoritmo de unificacion
sintactica por un algoritmo de unificacion débil basado en relaciones de
similitud.

Por lo tanto, en este capitulo —junto al capitulo 2 donde proporcionamos
algunos resultados novedosos sobre las propiedades del algoritmo de unificacion
débil, las sustituciones y el operador de composicion paralela débil [JIMR22b]-
hemos establecido las bases fundamentales sobre las que desarrollamos las téc-
nicas de calibrado y desplegado difuso estudiadas en esta tesis, tanto de forma
teodrica como de forma practica.
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Capitulo 4

La extension simbolica
SFASILL

En este capitulo se introduce, en los términos que recogen nuestras pro-
puestas [MPRV17, MR17, RM20, MR20, MR21], una extensién simbolica de la
programacion logica difusa. En esencia, permitiremos que las reglas y las rela-
ciones de similitud de los programas FASILL contengan algunos valores (grados
de verdad) y conectivas indefinidas, que podran ser calculadas automaticamen-
te mas tarde en tiempo de calibrado. En adelante, utilizaremos la abreviatura
SFASILL (acrénimo de «Symbolic Fuzzy Aggregators and Similarity Into a Logic
Languagey ) para referirnos a estos programas.

4.1. Sintaxis

Denotaremos los objetos simbolicos mediante un superindice “#” (0#) v,
en el sistema FASILL, mediante un identificador que comienza por el caracter
“#” A continuacion se presenta el lenguaje formal de la extension simbolica del
lenguaje FASILL.

Alfabeto. Dado un reticulo completo L, consideramos un alfabeto au-
mentado Zf que genera un lenguaje de primer orden £# O L, que pue-
de incluir un ndimero infinito numerable de valores simbélicos Zf# =
{v¥,v¥,...} y conectivas simbolicas £¢” = {¢#,¢Z,...} cuya interpre-
tacion no se asocia a prioril a valores y conectivas de L. Llamamos cons-
tantes simbdlicas de forma genérica al conjunto de valores simbolicos y
conectivas simbolicas de L£#.

1En el capitulo siguiente estudiaremos distintas técnicas de calibrado cuyo principal obje-
tivo sera establecer (a posteriori) conexiones entre elementos simbdlicos y elementos concretos
del reticulo.

73
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Formulas bien formadas. El lenguaje combina variables y simbolos de
funciéon para construir términos de la forma usual. Del mismo modo, com-
bina términos y simbolos de predicado para construir formulas atémicas.
Las férmulas bien formadas se construyen inductivamente conforme a las
siguientes reglas:

(1) Todo elemento del conjunto de literales, r € 7 es una féormula bien
formada.
(2) Todo valor simbélico, v# € E€#7 es una férmula bien formada.

(3) Toda féormula atémica es una formula bien formada.

(4) Si ¢" € %¢ es un simbolo de conectiva y Ay, ..., A, son formulas
bien formadas, también lo es ("(Ay, ..., A,).
(5) Si ¢* € Zg# es una conectiva simbolica y A1,..., A, son formulas

bien formadas, también lo es (#(Ay, ..., A,).

Una L#-expresion es una formula bien formada de £# que esta compuesta
dnicamente por valores y conectivas de L y por constantes simboélicas. Deno-
tamos por expf al conjunto de todas las L#-expresiones en £#. Dada una
L#-expresion E7#, 19? (E#) es la nueva L#-expresion obtenida tras evaluar todo
lo que sea posible las conectivas en E#. En particular, si £ no contiene ningtn
elemento o conectiva simbolica, entonces 9% (E) = 91, (E) € L. La interpretacion
de una L#-expresion se define inductivamente como:

(1) ﬂf(r) = v siysolosi v € L es la interpretacion de r € X1
(2) ﬁf(v#) = v# si y solo si v# € Ef# es un valor simbélico;

(3) ﬂf(("(Al, ooy AR)) = 9L(C"(v1, ..., vp)) sty solo si ("™ es una conectiva
de Eg interpretada mediante la funciéon de verdad F¢» : L™ — Ly, para
todo1<¢<mn, ﬂf(Ai) =wv; € L;

(4) ﬁf(C(Al, LA = ((ﬁf(Al), e ,ﬂf(An)) en cualquier otro caso, don-
de la conectiva —posiblemente simbodlica— ¢ no es evaluada.

4.2. Sustituciones simbodlicas

Dado un reticulo L y un lenguaje simbélico £#, consideramos a continuacion
la nocién de sustitucion simbdlica, que en esencia es una aplicaciéon de valores y
conectivas simbolicos de £# a valores y conectivas pertenecientes a L.

Definicién 4.1 (Sustitucién simbélica). Sea £# un lenguaje simbolico de pri-
mer orden. Una sustitucion simbdlica es una aplicaciéon © : Ef# U Zg# —
YT U XY que asigna un elemento de %7 a cada valor simb()li;:o de E€#7 y un
sfmbolo de conectiva de ¢ a cada conectiva simbolica de X¢" .
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Denotamos por sym(E#) al conjunto de valores y conectivas simbolicos en
E#. Dada una sustitucion simbolica © de sym(E?), denotamos por E#© a la
expresion resultante de reemplazar cada elemento simbolico e# € sym(E#) por
O(e?) en E7.

4.3. Relaciones de similitud simbodlicas

Definicion 4.2 (Relaciéon de similitud simbolica, [MR21]). Dado un dominio U
y un reticulo completo L con una t-norma —posiblemente simboélica— fija A, una
relacion de similitud simbdlica es una aplicacion R¥ : U x U — expiﬁ tal que,
para cualquier sustitucion simboélica © de sym(R¥), el resultado de interpretar
todas las L-expresiones en R# 0, esto es, R(z,y) = 91 (R¥(z,y)O) para todo
xz,y € U, genera una relacion de similitud R.

Ejemplo 4.1. Sea L el reticulo completo ([0,1],<) y A una t-norma simbélica
&f;. El siguiente grafo caracteriza la relacién de similitud simbolica R# definida
sobre el universo U = {ritz, atlantis, metro, taxi, bus}.

1 1 1
# o #
sy &7, 0.5
bus ¢ ¥ metro
0 s
! 0.6
taxt ritz
1 1

Dado que la definicién 4.2 puede parecer demasiado exigente a la hora de
disenar relaciones de similitud simboélicas validas, presentamos a continuaciéon
un método para lograr este objetivo de forma facil y segura, partiendo de un
conjunto inicial de ecuaciones de similitud simbélicas.

Definicion 4.3 (Esquema de similitud simbolico, [MR20]). Dado un dominio
U y un reticulo completo L con una t-norma A fija (posiblemente simbolica),
un esquema de similitud simbélico S# es un conjunto de ecuaciones de la forma
x ~y=0% donde z,y € U y v¥ es una L#-expresion.

El cierre de un esquema de similitud simbdlico se computa mediante el al-
goritmo 4.1, inspirado por [JI08, KY74, NDMDBO02| (que es una adaptacion del
algoritmo 2.1) y produce una relacion de similitud simbélica valida. Por simpli-
cidad, asumimos que no hay ecuaciones conflictivas en el esquema de similitud
simbélico inicial S#; esto es, no hay dos ecuaciones distintas (z ~ y = v1) € S*
y (x ~y =wy) € S (0 equivalentemente (y ~ z = vy) € S7) tal que v # vo.
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Algoritmo 4.1: Cierre de un esquema de similitud simbélico

Datos: Un esquema de similitud simbolico S# en U/ con una t-norma A
(posiblemente simbolica)
Resultado: Una relaciéon de similitud simbolica R# en U
Sea R* una relacion binaria difusa en U con todas sus entradas a L;
para cada z € U hacer
para cada y € U hacer
si(z~y=v)eS*V(y~z=rv)€ S entonces
| R*(z,y) < v;
en otro caso
| R¥(z,y) « L
fin
fin
R#(z,x) + T;
fin
para cada z € U hacer
para cada y € U hacer
para cada z € U hacer
| RF(a,y) « 0F (sup{RF (2,y), R¥ (., 2) ARF(2,9)});
fin
fin

fin
devolver R#;

Ejemplo 4.2. El cierre del siguiente esquema de similitud simbolico S# defini-
do sobre el universo U = {ritz, atlantis, metro, taxi, bus} con una t-norma
simbolica &7:

metro ~ tari = sf&

S* = taxi ~ bus = 0.5
atlantis ~ ritz = 0.6

genera la relacion de similitud simbolica R mostrada en el ejemplo 4.1.

Definicion 4.4 (Regla simbolica SFASILL). Dado un reticulo completo L, una
regla simbdlica SFASILL es una formula bien formada de la forma A < B, donde
A (la cabeza) es un atomo de L y B (el cuerpo) es un objetivo simbdlico, es
decir, una férmula bien formada de ,Cf que no contiene la conectiva <.

Definiciéon 4.5 (Programa simbolico SFASILL). Un programa simbdlico SFA-
SILL es una tupla (II# R# L), donde II# es un conjunto de reglas simboélicas
construidas sobre un alfabeto ¥ y Ef, R# es una relacion de similitud simbélica
cuyo dominio es X, y L es un reticulo completo.

Ejemplo 4.3. El reticulo L = ([0, 1], <), la relacién de similitud simbélica R#
mostrada en el ejemplo 4.1 y el siguiente conjunto de reglas II# forman un



4.4. SEMANTICA OPERACIONAL 7

programa SFASILL P# = (I# R#* L):

Ry : cheap(taxi) — 7
— Ry close(hydropolis,taxi) < 0.7
Rs . close(ritz, metro) «~ 09
Ry: good_hotel(x) — @7 (Qyepy(close(x,y)), cheap(y))

Trivialmente, se observa que dado un programa SFASILL P# = (II# , R#* L)
y una sustitucion simbolica © en sym(P#), el programa P#O = (II#*O, R#O, L)
resultante es un programa FASILL.

Ejemplo 4.4. Sea P# = (II# ,R# L) el programa simboélico mostrado en el
ejemplo 4.3. Dada la sustituciéon simbélica

0= {3#/04 & /&godel; /0 8 @ /@aver}

entonces P#© produce el programa FASILL mostrado en el ejemplo 3.1.

4.4. Semaéantica operacional

La seméntica operacional de SFASILL se disena de manera analoga a como
se recoge en la seccién 3.2 para el lenguaje FASILL. En primer lugar, se intro-
duce un tipo de paso operacional que, a diferencia de la programacion logica
difusa estandar, devuelve una L#-expresion posiblemente simbolica. A partir de
ahi, un paso interpretativo evaltia las conectivas no simbodlicas tanto como sea
posible y produce una respuesta final, que todavia puede contener valores y co-
nectivas simbolicos. Ademas, SFASILL extiende el algoritmo de unificacion débil
para tratar con relaciones de similitud simbélicas introduciendo el concepto de
unificador simbdlico débil mds general (o s.w.m.g.u.).

Ejemplo 4.5. Dada la relaciéon de similitud R# del ejemplo 4.1 con una t-norma
fija simbolica &f;, tenemos que:

({close(ritz, taxi) ~ close(atlantis, metro)},id, T) = wmgu
({ritz ~ atlantis, taxi ~ metro)},id, T) = wmgu
({taxi ~ metro)},id,0.6) = wmgu
({},4d, (0.6 &52 51 )>

y, por lo tanto, el unificador simbolico débil méas general de close(ritz, taxi) y
close(atlantis, metro) es la L#-expresion (0.6 &32 s7):

wmgup « (close(ritz, taxi), close(atlantis, metro)) = (id, (0.6 &%, s7)).

La semantica operacional de los programas FASILL y SFASILL esta basada
en un esquema similar. La principal diferencia es que, para programas FASILL,
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el paso interpretativo siempre devuelve un valor v € L, mientras que para pro-
gramas SFASILL es posible obtener una expresién cuyas componentes simbélicas
deben ser reemplazadas por elementos y conectivas del reticulo antes de po-
der computar su valor. Llamamos a estas respuestas simbolicas evaluadas tanto
como es posible respuestas computadas difusas simbdlicas (o s.f.c.a. para abre-
viar).

Ejemplo 4.6. Sea P# el programa mostrado en el ejemplo 4.3. La siguiente es
una derivacién que lleva a una respuesta computada difusa simboélica para el
objetivo G = good _hotel(z) en P#:

DP” . (good _hotel(x),id) Mgg
(@7, (Qyery (close(x1,y1)), cheap(y)), {z /21, y/m})  ~§2
(@7, (Qyery (0.7), cheap(taxi)), {z/hydropolis, y /taxi}) ~»54
(@7, (Query (0.7), 57), {/hydropolis, y/taxi}) ~1s
(@#,(0.49, s7), {x/hydropolis, y/taxi})

Entonces, (@%(0.49, s¥), {x/hydropolis}) es una respuesta computada difusa
simboélica para G. Ademas, para este mismo obJetlvo ex1ste otra derivacién con
respuesta computada difusa simbolica (@7, (0.81, (s¥ &% s¥)), {x/ritz}) (véase
la figura 4.1).

Tal y como demostramos originalmente en [MPRV17] para programas SMALP
(una extension simbolica de la programacion logica multi-adjunta), el siguiente
teorema, que adaptamos aqui al lenguaje SFASILL —pero sin contemplar toda-
via relaciones de similitud simbolicas—, es un resultado fundamental para poder
utilizar SFASILL en el proceso de calibrado que estudiaremos en el siguiente
capitulo.

Teorema 4.1. Seq P# = (H#,R, L) un programa SFASILL con una relacion de
similitud ordinaria (que no contiene constantes simbdlicas). Sea G un objetivo
(posiblemente simbdlico). Entonces, para cualquier sustitucion simbdlica © en
sym(P#) U sym(G), tenemos que (v,0) es una respuesta computada difusa para
GO en P#O siy solo si existe una respuesta computada difusa simbdlica (G, 6"
para G en P# tal que (G'0,0') ~%g (v,0'), donde 0' es un renombramiento de
6.

Demostracion. Considérense las siguientes derivaciones para un objetivo G con
respecto a los programas P# y P#©, respectivamente. (Por simplicidad, asu-
miremos que se utilizan las mismas variables frescas para renombrar las reglas
de los dos programas en ambas derivaciones):

DPY 1 (G id) ~* (G",0) ~ig (G, 0);
DPPO . (GO, id) ~* (G'O,0) ~ig (GO, 0);

donde (G”,0) y (G"O,0) son los estados alcanzados tras explotar todos los 4to-
mos de ambos objetivos. La prueba procede en tres pasos:
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good _hotel (X}
{¥/%}

$@s4 (@very (close (VO,V1) ), cheap (V1))
{¥/v0}

- =

$@=4 (Bvery (0.7), cheap (Eaxi) ) $@=4 (Bvery (0.9), cheap (m=tro) )
{¥/hydropclis} {¥/ritz}

= =

$@=4 (Bvery (0.7), #33) $@s54 (Gvery (0.9), #&s2 (#s1, £33) )
{¥/hydropolis} {X/ritz}

T

$#@=4 (0.468955599595999954  #53) $#@=4 (0.81, #2522 (#=1, #=3))
{¥/hydropolis} {¥/ritz}

Figura 4.1: Arbol de derivacién simbélico generado por el sistema FASILL en
linea.

(1) Primero se observa que la secuencia de pasos de éxito y de fallo en DP”

# . , S .

y en DP7 9 explotan los mismos dtomos en ambas derivaciones, es decir,
e # . . .

una regla R € II7 es utilizada en DF” si y solo si la regla correspondiente

RO € I1#0 es utilizada en DP7©.

(2) Después aplicamos pasos interpretativos hasta alcanzar la respuesta compu-
tada difusa simbolica (G’, 0) en la derivacion DP” . Por el teorema 3.1 de
independencia de la regla de computacion difusa con respecto a los pasos
interpretativos, podemos aplicar los mismos pasos interpretativos en la
derivaciéon ’DP#Q, llegando al estado (G'©,6), que no es necesariamente
una respuesta computada difusa.

(3) Por ultimo, basta con aplicar la sustitucién simboélica © a la respuesta
computada difusa simbolica (G’, 6) en la derivacion DP” y completar las
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derivaciones con los pasos interpretativos restantes hasta alcanzar la mis-
ma respuesta computada difusa (v, ) en ambas.

O

Ejemplo 4.7. Sea P# = (II* ,R#, L) el programa SFASILL mostrado en el ejem-
plo 4.3. Dado el objetivo simbolico G = (close(x, metro) \godel s7), la siguiente
es una respuesta computada difusa simbélica para G en P

#

DP ((close(z, metro) |godel 85) id) «»gg

<((51 &s 0.7) |godet 35) {x/hydropolis})

Dada la sustitucion simbélica © = {s7 /0.0, &7 2/ &godet; ST #/0.5}, obtenemos
entonces la siguiente respuesta computada dlfusa a partir de la s.f.c.a. anterior:

DP” . ((s7 &%, 0.7) lgode s7)0, {x/hydropolis}) =

(

(((0.0 &goder 0.7) |goder 0.5), {z/hydropolis}) ~rrs
((0.0 |godger 0.5), {x/hydropolis}) ~T9
(0.5, {x/hydropolis})

Ademés, existe otra f.c.a. para G en P#: (0.9, {z/ritz}). Si consideramos el mis-
mo objetivo G en P#0, la f.c.a. para ritz sigue teniendo un grado de verdad
asociado de 0.9, ya que en su derivacién no intervienen constantes simboélicas
de la relacion de similitud. Sin embargo, la f.c.a. para hydropolis ya no existe,
dado que los simbolos metro y taxi no son similares y, por lo tanto, el ato-
mo close(x, metro) no unifica débilmente con la cabeza de la segunda regla,
close(hydropolis, taxi).

Como se observa en el ejemplo anterior, el teorema 4.1 no es valido, en
general, cuando el programa contiene una relaciéon de similitud simbdélica. In-
tuitivamente, el problema es que algunos pasos de éxito que pueden darse en
el programa simbolico P# unificando débilmente el dtomo seleccionado con la
cabeza de la regla mediante una relacion de similitud simbélica, no ocurren en el
programa P# 0 cuando la sustitucién simbolica © provoca que ciertos simbolos
ya no sean similares.

Para solucionar este problema, siguiendo la linea de nuestras propuestas
[MR20, MR21], introducimos la nocion de sustitucion simbdlica segura, que re-
queriremos para extender el teorema 4.1 a SFASILL con relaciones de similitud
simbdlicas.

Definicion 4.6 (Sustitucion simbolica segura). Dada una relacion de similitud
simbolica R# sobre un dominio I/, y una sustitucién simbolica © en sym(R#),
decimos que la sustitucion simbélica © es segura respecto a R¥ si, para todo
valor simbolico v#* € sym(R¥), O(v#) > L, y la t-norma A asociada a R#©
es estrictamente positiva; es decir, para todo z,y € L, si x,y > L, entonces
Ay > L.
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Notese que, ademés del caso trivial donde asignamos L a un valor simbolico
de la relacion de similitud R#, también es posible generar sustituciones simboli-
cas inseguras ligando valores simbélicos a valores distintos de L si la t-norma no
es estrictamente positiva. En el ejemplo 4.7, si aplicamos la sustituciéon simbélica
0 = {s7/0.4,&%, /& ura, . . .} a la entrada R¥ (taxi, metro) = (s &%, 0.5), ob-
tenemos ¥, (R* (taxi, metro)O) = 91, (0.4 &upa 0.5) = max{0.4+0.5—1,0} = 0,
lo que implica que © no es una sustitucién simbélica segura con respecto a R#.

Teorema 4.2. Sea P# = (II# R#, L) un programa SFASILL con una relacion
de similitud simbdlica. Sea G un objetivo (posiblemente simbdlico). Entonces,
para cualquier sustitucion simbdlica sequra © en sym(P#) U sym(G), tenemos
que (v,0) es una respuesta computada difusa para GO en P#*O si y solo si
existe una respuesta computada difusa simbdlica (G',0") para G en P# tal que
(G'©,0") ~7g (v,0"), donde 0" es un renombramiento de 6.

Demostracion. Esta demostracion es analoga a la demostracion del teorema 4.1.
La restriccion de las sustituciones simbélicas seguras garantiza que un paso de
éxito dado en el programa P# con una regla R es posible si y solo si el mismo
paso de éxito en P#O con la regla RO también puede darse. O

En la practica no siempre es posible comprobar si una conectiva es estricta-
mente positiva. Ademaés, para el proposito principal de esta extension simbolica,
que es el calibrado automéatico de programas logicos difusos (véase el capitulo
5), solo es necesario garantizar que toda unificacion débil que tiene éxito en la
derivacién simbélica mediante un paso ~»gg sobre un atomo A del objetivo con
una regla H < B del programa, wmgug (A, H) # fallo, puede replicarse al
aplicar previamente la sustituciéon simbodlica al programa y al objetivo.

Definiciéon 4.7 (Conjunto de grados de unificacion de una derivacion). Sea
P# = (II#, R#, L) un programa SFASILL. Dada una derivacién (genérica) en el
programa P#,

D : (G1[A1], 01) ~1 (Ga[As],02) ~>a ...~y (Gt Ont1),

denotamos por deg(D) al conjunto de grados de unificacion {v : (H + B) €
H#,ngUR(Ai,H) = <1},0’>, <QZ[AZ], 91> g <gz[Az/(U A B)]O"7 0i0'>, 1 < 1 < n}
obtenidos en los pasos de éxito dados en D al unificar &tomos de los subobjetivos
con las cabezas de reglas de IT#.

Con esto en mente, damos una versién mas practica del teorema 4.2, que
utilizaremos en el siguiente capitulo para disenar un algoritmo de calibrado de
programas SFASILL con relaciones de similitud simbélicas.

Teorema 4.3. Sea P# = (II#,R* L) un programa SFASILL y G un objeti-
vo (posiblemente simbélico). Sea D una derivacion para el objetivo G en P#
que lleva a una respuesta computada difusa simbolica (G',0"). Entonces, pa-
ra cualquier sustitucion simbolica © en sym(P#) U sym(G) tal que VE# €
deg(D), 9 (E#O) > L, tenemos que (G'O,0') ~%¢ (v,0') y ademds (v,0) es
una respuesta computada difusa para GO en P#O, donde 0 es un renombra-
miento de 0.
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Demostracion. Esta demostracion es analoga a la demostracion del teorema 4.1.
La restricciéon impuesta sobre el conjunto de grados de unificacién de la deriva-
ci6n simbolica garantiza que es posible un paso de éxito dado en el programa
P# con una regla R si y solo si también puede aplicarse el mismo paso de éxito
en P#0O con la regla RO. O

4.5. Detalles de implementacion

fasill> consult('sym_good_hotel.fpl').
<1.0, {}»>

fasill> consult_sim('sym_good_hotel.sim').
<1.0, {¥

fasill> bus ~ taxi.
<#&s2(#s1, 0.5), {}>

fasill> good_hotel(X).
<#@s4(0.49, #s3), {X/hydropolis}> ;
<#0s4(0.81, #&s2(#s1, #s3)), {X/ritz}>

Figura 4.2: Consola interactiva del sistema FASILL ejecutando un programa
simbdlico.

En esta seccion se detallan los aspectos de implementacién necesarios para
dar soporte a la extension simbodlica en el sistema FASILL. Esta extension puede
ser activada o desactivada en tiempo de ejecucion, estableciendo el valor de la
bandera symbolic a true o false mediante la directiva set_fasill_flag/3.
La figura 4.2 muestra la consola interactiva de FASILL ejecutando el programa
simbolico del ejemplo 4.3. Las figuras 4.3 y 4.4 muestran la herramienta online
ejecutando este mismo programa.

Sintaxis simboélica

La extension simbolica requiere algunos cambios en la sintaxis del lenguaje
con el fin de permitir el analisis de las constantes simbolicas de SFASILL. En
primer lugar define nuevos tipos de operadores: conjunciones simbélicas (#&) /2,
disyunciones simbolicas (#|)/2, agregadores simboélicos (#@)/n y conectivas
simbolicas (#7) /n en general. Este tltimo tipo de conectivas simbélicas pueden
ser reemplazadas en tiempo de calibrado por cualquier conectiva del reticulo con
la misma aridad. Todos los nuevos operadores deben ser etiquetados, siendo la
etiqueta el identificador simbolico del operador. La tabla 4.1 muestra las nuevas
entradas anadidas a la tabla 3.1 que contiene los operadores iniciales de FASILL.
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<[> Program

1 | cheap(taxi) =<- #s3.

2 | close(hydropolis, taxi) =<- 0.7.

3 | close(ritz, metro) <- 0.9.

4 | good hotel(X) <- #@s4(@very(close(X, Y)), cheap(Y)).
@ Lattice

1 | % Elements
2 | member(X) :- number(X), 0 =< X, X =< 1.
3 | members([0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.01).

4
mme

= Similarity Relation

metro ~ taxi = #sl.
taxi ~ bus = 0.5.
atlantis ~ ritz = 0.6.
~tnorm = #s2.

Bow oM o

@ Depth limit ¥ Cut value
0

Running  Tuning

™ Goal

Figura 4.3: Area de entrada del sistema FASILL en linea cargando un programa
simbdlico.
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Q Fuzzy Computed Answers

1 | <#@s4(0.48999999999999994,#s3), {X/hydropolis}>
2 | <#@s4(0.81,#8&s2(#s1,#s3)), {X/ritz}=
3 | execution time: 14 milliseconds

4 Derivation tree

1 | GOAL <good hotel(X), {X/X}>

2 good hotel/1 <#@s4(@very(close(V0O,V1)),cheap(V1)), {X/VO}>
3 close/2 <#@sd(@very(0.7),cheap(taxi)), {X/hydropolis}=

4 cheap/1 <#@s4(@very(0.7),#s3), {X/hydropolis}=>

5 IS <#@s4(0.48999999999999994,#s3), {X/hydropolis}>

6 close/2 <#@sd(@very(0.9),cheap(metro)), {X/ritz}=

7 cheap/1 <#@s4(@very(0.9),#&s2(#s1,#s3)), {X/ritz}>

8 IS <#@s4(0.81,#&s2(#s1,4#s3)), {X/ritz}=

Draw derivation tree

Figura 4.4: Area de salida del sistema FASILL en linea ejecutando un programa
simbolico.

Ademas, para analizar los valores simbolicos, es necesario anadir una nueva
produccion a la gramatica de grammar_expression_zero//2, que analiza un
término FASILL (&4tomos, nimeros, términos compuestos, listas, etcétera). Aqui
definimos un valor simbolico como un atomo “#” seguido de un atomo cuyo
identificador tiene al menos un caracter de longitud.

grammar_expression_zero(T, P) -->
grammar_symbolic_constant(T, P), !.

grammar_symbolic_constant (term('#' (Name), [1), P) -->
[ token(atom, '#', ['#'], _, false),
token(atom, Name, [_C|_1, P, _) 1.

Tabla 4.1: Operadores predefinidos de SFASILL.

Prioridad  Asociatividad Etiquetado Operadores
1100 xfy v #1

1000 xfy v #&

0 f v #Q #7
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Relaciones de similitud simbélicas

Para facilitar el computo del cierre reflexivo, simétrico y transitivo de un
esquema de similitud simbdlico, se ha modificado la representaciéon interna de
las ecuaciones de similitud anadiendo un parametro adicional que especifica
si el grado de similitud de una ecuaciéon es simbolico o no. Por lo tanto, una
ecuacion de similitud z/n ~ y/n = a se almacena ahora en el sistema FASILL
como un hecho dinamico del predicado fasill_similarity/4, donde el dltimo
argumento es un atomo que especifica si a es un elemento simbélico (true) o
no (false).

El cierre transitivo ha sido actualizado conforme a la especificacion del algo-
ritmo 4.1 que describe el cierre de un esquema de similitud simbélico, anadiendo
algunas simplificaciones que no se contemplan en este. Por ejemplo, cuando el
grado de similitud de alguno de los operandos de una t-norma es T, aprove-
chamos la condicion de frontera © A T = T Az = x (para todo = € L) para
simplificar la expresion simbolica resultante.

similarity_closure_transitive(Dom, _, Tnorm, Bot, Top) :-
forall(
( member(Y/Arity, Dom),
member (X/Arity, Dom), X \=Y,
member (Z/Arity, Dom), Z \=Y, X \= Z,
once( fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,TDxz,Sxz)

; (TDxz = Bot, Sxz = false) ),
once(fasill_similarity(X/Arity,Y/Arity,TDxy,Sxy)),
once(fasill_similarity(Y/Arity,Z/Arity,TDyz,Syz))

), (
(TDxy == Top -> TDy = TDyz, Sy = Syz ;
(TDyz == Top -> TDy = TDxy, Sy = Sxy ;
((Sxy == false, Syz == false, Tnorm = '&'(.)) ->
( lattice_call_connective(Tnorm, [TDxy,TDyz]l, TDy),

Sy = false)
; ( TDy = term(Tnorm, [TDxy, TDyz]),
Sy = true )

)
),
(TDxz == Bot -> TD = TDy, S = Sy ;
(TDy == Bot -> TD = TDxz, S = Sxz ;
((8xz == false, Sy == false, Tnorm = '&'(_)) ->
(lattice_call_supremum(TDxz, TDy, TD), S = false) ;
(TD = sup(TDxz, TDy), S = true)
)
)
),

retractall(fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,_,_)),
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assertz(fasill_similarity(X/Arity,Z/Arity,TD,S))
)

Semantica operacional simbélica

El predicado is_fuzzy_computed_answer/1 tiene éxito cuando el término
FASILL recibido es una respuesta computada difusa (posiblemente simbolica).
Cuando la extension simbolica estda desactivada, basta con comprobar que el
término es un grado de verdad del reticulo. En caso contrario, se comprueba
que la expresion es interpretable (esto es, que no contiene ningin 4tomo), pero
que no es posible seleccionar ninguna subexpresion evaluable.

is_fuzzy_computed_answer(X) :-
current_fasill_flag(symbolic, term(false, [1)), !,
lattice_call_member(X).
is_fuzzy_computed_answer(X) :-
interpretable(X),
\+select_expression(X, _, _, _).

Por otro lado, es necesario modificar la funciéon de selecciéon para que tam-
bién sea posible resolver las féormulas atémicas que aparecen dentro de las nue-
vas conectivas simbolicas. El predicado select_atom/4 implementa la funcion
de seleccién de FASILL. El objetivo select_atom(Expr, ExprVar, Var, Atom)
tiene éxito cuando Atom es el 4tomo seleccionado dentro de la expresiéon Expr,
donde ExprVar es la expresion Expr en la que se ha reemplazado el atomo
seleccionado por Var. En particular, la clausula modificada es la siguiente.

select_atom(term(Term, Args), term(Term, ArgsVar), Var, Atom) :-
functor(Term, Op, _),
member (Op, ['@','&','|', #0Q", #&", '#|','#7'1), 1,
select_atom(Args, ArgsVar, Var, Atom).

Por tltimo, con el fin de permitir la aplicaciéon de sustituciones simboélicas a
programas SFASILL sin necesidad de modificar las reglas o la relaciéon de simi-
litud, se ha anadido una nueva bandera denominada symbolic_substitution,
cuyo valor puede ser modificado mediante la directiva set_fasill_flag. Una
sustitucion simbolica se codifica como una lista de pares, donde las claves son
constantes simbolicas y los valores son elementos o conectivas del reticulo. Por
defecto, la sustitucion simboélica almacenada es la sustitucion identidad, repre-
sentada como una lista vacia.

select_expression(term('#'(S),[1), Var, Var, term('#',S)) :-
1

L)

current_fasill_flag(symbolic_substitution, Sub),
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fasill_member (term('-', [term('#'(S),[]1), _]1), Sub).
select_expression(term(Term,Args), Var, Var, term(Term,Args)) :-

functor(Term, Op, _),

once(member (Op, ['#@','#&','#|','#7'])),

maplist(lattice_call_member, Args),

current_fasill_flag(symbolic_substitution, Sub),

fasill_member (term('-', [term(Term,[]), term(_,[1)]), Sub),
!

Cuando FASILL selecciona una L-expresiéon a interpretar y se encuentra con
una constante simbolica, comprueba si esta aparece en el dominio de la susti-
tucién simbolica almacenada en la bandera symbolic_substitution. Si es asi,
selecciona dicha expresion y la interpreta; si no, la ignora y busca la siguiente
expresion interpretable.

interpret (term('#'(S), [1), Value) :-
current_fasill_flag(symbolic_substitution, Sub),
fasill_member(term('-', [term('#'(S), []), Value]), Sub),
|

interpret (term(Term,Args), Result) :-
functor(Term, Op, _),
once(member(Op, ['#Q','#&','#|','#7']1)),
current_fasill_flag(symbolic_substitution, Sub),
fasill_member (term('-', [term(Term, []) ,term(Value, []1)]),Sub),

interpret (term(Value,Args), Result),
]

De esta forma, cuando se utiliza la directiva
set_fasill_flag(symbolic_substitution, Sub)

en un programa simbolico, el sistema FASILL es capaz de interpretar las cons-
tantes simboélicas que pertenecen al dominio de la sustitucion simbélica Sub por
medio de pasos interpretativos.

Ejemplo 4.8. Considérese el siguiente programa simbélico que define el predi-
cado short_list/1, que recibe una lista y tiene éxito con un grado de verdad
mayor cuanto mas corta es la lista.

<- set_fasill_flag(
symbolic_substitution, [(#&s1)-(&prod), #s2-0.9]).

short_list([]).
short_list([_IT]) <- #&s1(#s2, short_list(T)).

Entonces, para un objetivo G = short_list(]...]) el sistema FASILL aplica auto-
méticamente la sustitucion simbolica © = {&7, /&prod, 57 /0.9} en la derivacion



88

CAPITULO 4. LA EXTENSION SIMBOLICA SFASILL

(tras resolver todos los atomos). Por ejemplo:

4.6.

D: (short list([_, ]),id) ~i2

((s3 &t short_list([_])).id) ~ &%

(s &By (57 &y short_list([)))),id) ~§4

(3 &Z) (s &7, 1.0)),id) ~1s

((0.9 &% (s§ &7, 1.0)),id) ~1S

(0.9 &% (0.9 &%, 1.0)),id) ~orS

(0.9 &% 0.9), id) ~1s
(0.81, id)
Conclusiones

En este capitulo hemos introducido una extensién simboélica del lenguaje
FASILL que es necesaria como predmbulo al diseno de técnicas automaticas de
calibrado de programas légicos difusos. En particular, las aportaciones de este
capitulo son las siguientes.

(1)

Hemos descrito la extension simbolica de FASILL, denominada SFASILL,
que permite introducir en las reglas y relaciones de similitud de los progra-
mas, valores y conectivas simbolicos que no pertenecen al reticulo asociado
a los mismos.

Hemos introducido la nocién de sustituciéon simbolica, que asigna a cada
constante simbolica del programa un valor o conectiva del reticulo. A partir
de este concepto, hemos definido las relaciones de similitud simbdlicas,
que permiten que elementos del dominio se relacionen con un grado de
similitud simbélico. Cuando se aplica una sustituciéon simbolica sobre una
relaciéon de similitud simbdlica, esta se vuelve una relaciéon de similitud
clésica.

Hemos diseniado un algoritmo de cierre simbolico inspirado en [JI08] que,
a partir de un esquema de similitud simbélico, computa una relacion de
similitud simbdlica valida.

Hemos extendido el algoritmo de unificaciéon débil para tratar con relacio-
nes de similitud simbélicas, permitiendo que simbolos que se relacionan
con un grado de similitud simbélico unifiquen débilmente. Ademas, hemos
adaptado la seméantica operacional de FASILL para postergar la interpre-
tacion de las constantes simbolicas hasta que su valor es conocido.

Hemos demostrado que, cuando un programa SFASILL no contiene cons-
tantes simbolicas en la relacion de similitud, el programa simbélico lleva a
las mismas respuestas computadas difusas si: ) aplicamos una sustitucion
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simbolica al programa y entonces calculamos la derivacion; o si ) calcu-
lamos la respuesta computada difusa simbélica, aplicamos la sustitucion
simbolica a dicha s.f.c.a. y calculamos los ultimos pasos interpretativos.

Cuando el programa SFASILL contiene constantes simbélicas en la relacion
de similitud, hemos visto que no todas las sustituciones simbdélicas satis-
facen esta propiedad. Por lo tanto, hemos caracterizado las sustituciones
simbolicas que son seguras respecto a una relacién de similitud simboélica,
y hemos demostrado que para estas sustituciones simbdlicas si se preser-
van las respuestas computadas difusas. Ademas, hemos simplificado esta
condicion de seguridad a nivel practico mediante la nocion de conjunto de
grados de unificacion de una derivacion.

Hemos implementado la extension simbolica en el sistema FASILL con el
fin de introducir constantes simbolicas tanto en las reglas de los progra-
mas como en sus relaciones de similitud, calcular respuestas computadas
difusas simbolicas para estos programas simbélicos y aplicar sustituciones
simbdlicas a los mismos.

Como veremos en el siguiente capitulo, las demostraciones sobre las propie-
dades de la seméntica operacional de la extension simboélica de FASILL resultan
de vital importancia para el disefio de algoritmos eficientes de calibrado de pro-
gramas SFASILL.



90

CAPITULO 4. LA EXTENSION SIMBOLICA SFASILL



Capitulo 5

Calibrado de programas
l6gicos difusos

Introducir cambios en alguna de las componentes difusas de un programa
(los grados de verdad, las conectivas difusas o la relacion de similitud) puede
afectar —a veces de manera inesperada— a las respuestas computadas difusas de
un objetivo dado. Normalmente, el programador tiene un modelo en mente en
el que el valor de algunos pardmetros esté claro. Por ejemplo, en ocasiones el
grado de verdad de un hecho puede ser determinado estadistica o experimen-
talmente. Sin embargo, en otros casos los valores de verdad o las conectivas
mas apropiadas dependen de nociones subjetivas y el programador no es ca-
paz de deducir dichos valores. En un escenario tipico se dispone de un extenso
conjunto de respuestas esperadas (casos de prueba) con los que el programador
puede seguir una estrategia de modificar valores y conectivas en el programa,
y comparar los resultados de las respuestas computadas difusas hasta dar con
el modelo que mejor se aproxime a los casos de prueba. Desafortunadamente,
esta operacion es tediosa y puede consumir mucho tiempo. Incluso, puede ser
impracticable cuando el programa es complejo o debe modelar correctamente
un largo ntmero de casos de prueba.

En este capitulo discutimos diversas técnicas automaticas para calibrar pro-
gramas logicos difusos integrados utilizando la extension simbélica del lenguaje
FASILL, siguiendo la linea de nuestros trabajos previos sobre calibrado de progra-
mas Marp [MPRV17, MR17, RM20, MR20] y, més recientemente, programas
FasiLL [MR21]|. Ademaés, presentamos una serie de casos de uso que relacionan
el calibrado con otros campos de aplicacion de interés como la verificacion de la
equivalencia de circuitos combinacionales, el aprendizaje automatico o la web
seméantica.

91
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5.1. Motivaciéon y antecedentes

Si bien no encontramos en la literatura ninguna publicacién previa a nuestro
trabajo [MPRV17] que aborde el problema del calibrado de programas (y, en
particular, de programas logicos difusos) de forma general, si podemos establecer
algunas conexiones con otros campos afines como son el aprendizaje supervisado
o la optimizacion matematica. En particular:

» El aprendizaje supervisado [Rusl0] es una técnica de aprendizaje auto-
mético que permite deducir una funcion a partir de un conjunto de datos
de entrenamiento. La funcion inferida puede ser utilizada posteriormente
para predecir el valor ante nuevas entradas. Para ello, se espera que el mo-
delo producido por el algoritmo de aprendizaje sea capaz de generalizar
a partir del conjunto de datos utilizado en el proceso de entrenamiento.
Algunos de los modelos de aprendizaje supervisado més utilizados son la
regresion lineal [MPV21], los arboles de decision [RMO05], las redes neu-
ronales [Bis94| o los clasificadores bayesianos ingenuos [HY01]. En esta
linea, el calibrado de programas logicos difusos puede ser visto como una
técnica de aprendizaje supervisado, en el sentido de que permite deducir
un programa a partir de un conjunto de datos de entrenamiento (los casos
de prueba). De hecho, como veremos al final del capitulo, es posible co-
dificar como programas SFASILL algunos modelos cléasicos de aprendizaje
supervisado y entrenar dichos modelos mediante las técnicas de calibrado
desarrolladas en esta tesis.

= Por otro lado, la optimizacion matematica [SW18] es el proceso de forma-
lizacién y busqueda de la mejor solucion (respecto a un criterio determi-
nado) en un espacio de busqueda dado. Esto es, dada una funciéon objetivo
f:+A— R, un problema de optimizacién consiste en encontrar un xg € A
tal que f(zg) < f(z) para todo = € A. Aqui se incluyen campos como la
programacion lineal [V120], la programacion entera [Wol20] o la progra-
macién no lineal [Ber97]. En esencia, calibrar un programa simbolico P#
consiste en buscar automéaticamente una sustitucion simbolica © que mi-
nimice la distancia entre (1) las respuestas computadas difusas producidas
en P#© para los objetivos de un conjunto de casos de prueba y (2) los
valores esperados para dichos casos de prueba. Tal y como veremos en la
seccion 5.4, el problema de calibrado puede ser reducido a un problema de
optimizaciéon una vez se han calculado las respuestas computadas difusas
simbolicas para los objetivos de los casos de prueba.

Por lo tanto, las técnicas de calibrado de programas logicos difusos que
proponemos a continuacién permiten al sistema FASILL actuar como una capa
de abstraccion en la formulacion y resolucién de problemas de satisfacibilidad y
optimizacion. Esto proporciona al programador un marco de programaciéon de
alto nivel mucho mas rico y expresivo que otras herramientas especificas como
LINGO [XX05] o Z3 [MBO08] (del que hablaremos después con mas detalle) para
codificar este tipo de problemas.
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5.2. Introduccién

Comenzamos esta secciéon formalizando el concepto de espacio métrico, esto
es, un conjunto sobre el que se define una nociéon de distancia entre todo par de
elementos del mismo. Notese que el dominio del conjunto no tiene por qué ser
necesariamente numeérico.

Definicién 5.1 (Espacio métrico, [AP90]). Un espacio métrico es un par (M, d)
donde M es un conjunto y d es una distancia sobre M, es decir, una funcion
d: M x M — R tal que para todo z,y,z € M se verifican las siguientes
propiedades:

(1) d(x,y) > 0, y en particular d(z,y) = 0 si y solo si & = y;

(2) d(z,y) = d(y, v);
(3) d(z,2) < d(zx,y) + d(y, z) (desigualdad triangular).

En adelante, exigiremos que todo reticulo L asociado a un programa simboé-
lico a calibrar conforme un espacio métrico mediante la definicion de una nocion
de distancia sobre L. Denotaremos por d(z,y) a la distancia entre dos elementos
del reticulo.

Ejemplo 5.1. La distancia mas comiin en R es dada por el valor absoluto de la
resta entre dos ntimeros, es decir, por d(z,y) = |x — y|, y se denomina distancia
usual. Esta es la nociéon de distancia que utilizaremos para el reticulo ([0, 1], <)
considerado a lo largo de la memoria. No obstante, hay infinidad de distancias
posibles, como la distancia discreta, definida como:

_J 0 st z=y
d(l’,y)—{l si x4y

Ahora estamos preparados para precisar el problema del calibrado de pro-
gramas l6gicos difusos. Por simplicidad, consideraremos tinicamente la primera
respuesta computada difusa de un objetivo. Notese que esta no es una restric-
cion significativa, dado que es posible codificar multiples soluciones en una lista
para la que el objetivo principal es siempre determinista y todas las llama-
das no deterministas son ocultadas en la computacién. Extender las siguientes
definiciones y algoritmos para multiples soluciones no es dificil, pero hace la
formalizacién mas incomoda.

Definicion 5.2 (Caso de prueba). Sea P# = (II* , R#, L) un programa SFA-
SILL. Un caso de prueba es un par (G,v), donde G es un objetivo y v € L es el
grado de verdad que se desea obtener asociado a la respuesta computada difusa

(simbolica) de G en P#.

Definicién 5.3 (Calibrado de programas simbélicos). Sea P# = (II# , R#* L)
un programa SFASILL y T = {(G1,v1),...,(Gn,vn)} un conjunto de casos de
prueba. El calibrado del programa P# respecto a T consiste en la busqueda de
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una sustitucién simbolica © de sym(P#)UJ;_, sym(G;) que minimiza la suma
de las distancias entre las respuestas computadas difusas producidas en P#©
para los objetivos G10,...,G,0 y los valores esperados vy, ..., v,; esto es:

n
arg minZd(vi,ri) :{Gi©,id) ~* (r;i,0;) en P#O,1; € L
e “
i=1

Se observa aqui la necesidad de que el reticulo asociado al programa simbolico
conforme un espacio métrico que nos permita calcular la distancia entre (1) el
grado de verdad asociado a la respuesta computada difusa del objetivo de un
caso de prueba y (2) el grado de verdad esperado para el mismo.

Ejemplo 5.2. Sea P# el programa simboélico mostrado en el ejemplo 4.3. Su-
pongamos que queremos calibrar el programa P# con respecto a los siguientes
casos de prueba:

t1 = (good__hotel(hydropolis),0.7);
to = (close(atlantis, bus),0.3).

Es decir, tras el proceso de calibrado, esperamos que el programa FASILL re-
sultante produzca una respuesta computada difusa con un grado de verdad
asociado lo méas cercano posible a 0.7 para el objetivo good__hotel(hydropolis),
y una respuesta computada difusa con un grado de verdad asociado proximo a
0.3 para el objetivo close(atlantis, bus).

Es importante destacar que la definiciéon 5.3 no hace mencion explicita a
la generacion del espacio de buisqueda de las sustituciones simbolicas en un
problema de calibrado. Esto es asi porque, como veremos a continuacion, cada
algoritmo de calibrado que proponemos —cuyo método de biisqueda puede estar
basado en el sistema FASILL o en un resolutor de satisfacibilidad— genera las
sustituciones simbolicas candidatas de forma diferente.

5.3. Calibrado de programas en el sistema FASILL

En esta seccion introducimos los algoritmos de calibrado que delegan la biis-
queda de la mejor sustitucion simboélica al sistema FASILL. La precision de estos
algoritmos de calibrado puede ser parametrizada en funciéon del conjunto de
sustituciones simbolicas considerado. Por ejemplo, para el reticulo ([0, 1], <) po-
demos reemplazar los valores simbolicos por el conjunto de valores {0.0,0.5,1.0}
o por el conjunto con mas elementos {0.0,0.1,0.2,...,0.8,0.9,1.0}. Lo mismo
ocurre con las conectivas. El sistema FASILL genera automaticamente todas las
posibles combinaciones de los valores y conectivas considerados para las cons-
tantes simbélicas que aparecen en el programa y en los objetivos de los casos de
prueba. Obviamente, cuanto mayor es el dominio de valores y conectivas, més
preciso es el resultado, pero més extensa y costosa es la busqueda.

La version més ingenua de la técnica de calibrado descrita en el algoritmo
5.1, a la que denominamos calibrado bdsico, aplica cada una de las posibles
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sustituciones simbolicas ©; sobre el programa simboélico P#. Entonces, para
cada programa FASILL P#©; obtenido se calculan las respuestas computadas
difusas para los objetivos de los casos de prueba, y se computa la distancia
entre los valores de verdad obtenidos y los esperados. Asi, el sistema es capaz de
encontrar la sustituciéon simboélica que menos se desvia de los casos de prueba
introducidos por el usuario.

Algoritmo 5.1: Calibrado basico de programas logicos difusos.

Datos: Un programa simbolico P# y un conjunto de casos de prueba
(Giyvi), con 1 <i<k.

Resultado: Una sustituciéon simbélica ©.

Considerar un nimero finito de sustituciones simbolicas para
sym(P#) U Ule sym(G;), denotadas por O1,...,0Oy;

T < +00;

para cada i € {1,...,n} hacer

P; P#@i;

€ < 0;

para cada j € {1,...,k} hacer

Computar la f.c.a. (G;0;,id) ~* (v; j,0; ;) en P;;

€4 €+ d(vi’j,’l}j);

si e > T entonces
‘ salir;

fin

fin

si € < 7 entonces

T < €

O «+ 62’;

fin
fin
devolver O;

Este algoritmo, y todos los sucesivos, incluyen una técnica de umbralizaciéon
(haciendo uso del filtro o umbral 7 que se actualiza dindmicamente) para des-
cartar prematuramente sustituciones simbodlicas cuya desviacién es mayor que
la desviaciéon de la mejor sustitucion simboélica encontrada hasta el momento.

Ejemplo 5.3. Considérese el problema de calibrado mostrado en el ejemplo 5.2.
El programa simbolico P# contiene 4 constantes simbolicas. Por simplicidad,
tomaremos Gnicamente los valores {0.3,0.8} como posibles valores del reticulo
para sf& y 3?7 las conjunciones {&goder, &iukas &prod} para &f; y los agregadores
{Quver; Qgeom } para @Z,ﬁ. En la siguiente tabla se muestran los grados de verdad
asociados a las f.c.a. de los casos de prueba t; y ta, junto con sus desviaciones
€1 v € con respecto de los valores esperados, para cada posible sustitucion

simbolica. Los valores anotados con asterisco (*) no son computados en tiempo
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de calibrado debido a la umbralizacion.

© 8? &j; S-?: @ji t1 €1 to €9 €total
0, 0.3 &godet 0.3 Qgper | 0.395 0.305 0.3 0.0 0.305
Oy | 0.3 &godger 0.3 Qgeopn, | 0.3834  0.3166 | 0.3* 0.0* 0.3166*
O3 | 0.3 &goder 0.8 Qguer | 0.645  0.055 | 0.3 0.0 0.055
04 | 03 &goder 0.8 Queom | 0.626  0.074 0.3* 0.0% 0.074%*
O5 |03 &uka 0.3 Qe | 0395 0.305 | 0.0* 0.3* 0.605*
O | 03 &uka 0.3 Qgeom | 0.3834 0.3166 | 0.0* 0.3* 0.6166*
O7 | 03 &uka 0.8 Qguer | 0.645 0.055 0.0% 0.3* 0.355*
Og | 0.3 &uke 0.8 Qe | 0626  0.074 | 0.0* 0.3* 0.374*
O9 |03 &proa 0.3 Quuer | 0395  0.305 | 0.081* 0.219* | 0.524*
©10 | 0.3 &proa 0.3 Qgeop, | 0.3834  0.3166 | 0.081* 0.219% | 0.5356*
O11 | 0.3 &proa 0.8 Quuer | 0.645  0.055 | 0.081* 0.219* | 0.274*
O12 | 0.3 &proa 0.8 Qgeon, | 0626  0.074 | 0.081* 0.219* | 0.293*
©13 | 0.8 &goger 0.3 Qe | 0395  0.305 | 0.5% 0.2% 0.505%*
O14 | 0.8 &goder 0.3 Qgeom, | 0.3834 0.3166 | 0.5* 0.2% 0.5166*
O15 | 0.8 &godger 0.8 Quper | 0.645  0.055 | 0.5* 0.2* 0.255%
O16 | 0.8 &goger 0.8 Qgeopn, | 0.626  0.074 | 0.5% 0.2% 0.274%*
O17 | 0.8 &uka 0.3 Qguer | 0.395  0.305 | 0.0% 0.3* 0.605*

©15 | 0.8 &uke 0.3 Qgeop, | 0.3834  0.3166 | 0.0* 0.3* 0.6166*
O19 | 0.8 &uka 0.8 Qguer | 0.645  0.055 | 0.0% 0.3* 0.355*
O | 0.8 &iyka 0.8 Qgeom, | 0.626  0.074 | 0.0* 0.3* 0.374*
©21 | 0.8 &proa 0.3 Qe | 0395  0.305 | 0.216* 0.084* | 0.389*
O23 | 0.8 &proa 0.3 Qo | 0.3834  0.3166 | 0.216* 0.084* | 0.4006*
O3 | 0.8 &proa 0.8 Quper | 0.645  0.055 | 0.216% 0.084* | 0.139*
O24 | 0.8 &proa 0.8 Qgepp, | 0626 0.074 | 0.216* 0.084* | 0.158*

Como se observa en la tabla, para este problema de calibrado el sistema FASILL
genera 23 -3 = 24 sustituciones simboélicas, y la mejor sustitucién simboélica para
los casos de prueba t1 y to es O3 = {sfk/OB, &i/&godel, sf/O.S, @i/@aver} con
un error absoluto de 0.055.

Esta aproximacién no hace uso de la semantica operacional simbolica, ya que
cada sustitucion simbolica se aplica al programa y al objetivo antes de compu-
tar cualquier derivacion. Esto tiene varios inconvenientes en el rendimiento del
proceso de calibrado. El primero y méas inmediato es que los pasos de éxito y de
fallo realizados en todas las derivaciones para un mismo objetivo son idénticos,
indistintamente de la sustitucion simbolica aplicada (tal y como establecemos
en los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3). Asi que si consideramos n sustituciones simbo-
licas para k casos de prueba, FASILL estaria computando (n — 1)k derivaciones
admisibles (es decir, basadas inicamente en pasos de éxito y fallo, que no in-
terpretativos) repetidas que no son realmente necesarias. El algoritmo 5.2, al
que denominamos calibrado simbdlico, soluciona este problema al calcular pre-
viamente las respuestas computadas difusas simboélicas para cada objetivo de
los casos de prueba. Entonces, para cada sustitucién simbélica, esta se aplica a
cada una de las s.f.c.a. y se computa la f.c.a. correspondiente aplicando los ul-
timos pasos interpretativos. Como mencionamos en la seccién 4.4, si la relacion
de similitud asociada al programa contiene constantes simbolicas, es necesario
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asegurarnos de que las sustituciones simboélicas son seguras antes de proceder.

Algoritmo 5.2: Calibrado simbolico de programas logicos difusos.

Datos: Un programa simbolico P# y un conjunto de casos de prueba
(Gi,vi), con 1 <i < k.
Resultado: Una sustitucion simbolica ©.
para cada i € {1,...,k} hacer
| Computar la s.f.c.a. (G;,id) ~* (G!,0;) en P#;
fin
Considerar un nimero finito de sustituciones simbolicas para
Ule sym(G!), denotadas por ©1,...,O;

T < +00;
para cada i € {1,...,n} hacer
si ©; es sequra entonces
€<+ 0;

para cada j € {1,...,k} hacer
Computar la f.c.a. (G;0;,0;) ~7g (v j,0;) en P#;
€4 €+ d(’l)@j, Uj);
si € > 7 entonces
‘ salir;
fin
fin
si € < 7 entonces
T < €
O+ @i;

fin

fin

fin
devolver O;

En la practica, por el teorema 4.3, para considerar que una sustitucion sim-
bolica es segura FASILL genera un conjunto de precondiciones a partir de los
conjuntos de grados de unificacion de las derivaciones de las s.f.c.a. de los casos
de prueba. Basicamente, una precondicién es una L#-expresion (que también
puede entenderse como un objetivo sin dtomos) que debe ser evaluada a un
grado de verdad mayor que L tras aplicarse una sustitucién simbélica.! Si una
sustitucion simbolica no satisface todas las precondiciones, es descartada.

Ejemplo 5.4. Dado el problema de calibrado mostrado en el ejemplo 5.2, las
respuestas computadas difusas simbolicas para los casos de prueba t; y t2 son

1Més generalmente, una precondicién en el sistema FAsILL puede ser un objetivo cualquiera
(con o sin 4tomos) que debe llevar a una respuesta computada difusa con grado de verdad
asociado mayor que L. Sin embargo, como veremos mas adelante, el calibrado basado en SMT
si restringe las precondiciones a L#-expresiones (que, obviamente, nunca contienen atomos).
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las siguientes:

Df# (good__hotel(hydropolis), id) ~od
(@7, (Qyery (close(hydropolis, yr)), cheap(y1)), {z/hydropolis,y/y1}) ~5%
(@7, (Query (0.7), cheap(tazxi)), {x/hydropolis, y /taxi}) ~ R
<@1ﬁ(@my(0 7),s%), {x/hydropolis,y/taxi}) ~r1s
(@%,(0.49, s7), {x/hydropolis, y /taxi})

DF" . (close(atlantis, bus), id) s

(((0.6 &7, (0.5 &7, s7)) &7, 0.9), id)

De estas derivaciones se extrae una tnica precondiciéon a partir de los conjuntos
: . # # )

de grados de unificacion de DI" y DI” | concretamente, al explotar el 4tomo

close(atlantis,bus) con Rs en la segunda derivacion:

deg(close(atlantis, bus), close(ritz, metro)) = (0.6 &% (0.5 &%, s¥)).

Por lo tanto, para que una sustitucion simbolica © sea considerada segura debe
verificar que 97((0.6 &%, (0.5 &%, s%))©) > 0. En este caso, las sustituciones
simbdlicas que reemplazan la constante simbolica & por la t-norma de Luka-
siewicz (O3, Og, O7,0s5,017,015,019 vy Og9) no satlsfacen esta precondicion y
son descartadas. Por lo tanto, la mejor sustitucion simbolica encontrada con el
método simbélico sigue siendo O3 = {31 /0.3, &gz/&godel, s3 /O 8 @g4/@aver}

Ademés de calcular menos derivaciones, otra ventaja del algoritmo de cali-
brado simbdlico es que este permite dividir automéaticamente los casos de prueba
y las constantes simbdlicas en varios conjuntos disjuntos en funcién de las cons-
tantes simbodlicas que ocurren en las s.f.c.a. de los casos de prueba, reduciendo
el problema combinatorio de calibrado en varios sub-problemas de calibrado
més pequenios (con menos casos de prueba y constantes simbolicas). En parti-
cular, reducir el nimero de constantes simbolicas disminuye exponencialmente
el nimero de sustituciones simbolicas a considerar. Supongamos un problema
de calibrado en el que hay m constantes simbélicas distintas en las respuestas
computadas difusas simbélicas (calculadas a partir de los objetivos de k casos de
prueba) y donde cada una de ellas puede ser reemplazada por p valores distintos.
Entonces, FASILL genera p™ sustituciones simboélicas que debe comprobar para
los k casos de prueba y, por lo tanto, la complejidad es O(kp™). Supongamos
ahora que podemos separar los k casos de prueba y las m constantes simboli-
cas en j conjuntos disjuntos, donde cada conjunto contiene % casos de prueba
cuyas s.f.c.a. solo contienen las = ; ! constantes simbolicas de su propio conjunto.

Entonces, la complejidad del calibrado se reduce a O(kpm/ 7).2

2Notese que este es un caso hipotético en el que tanto los casos de prueba como las constan-
tes simbolicas se reparten uniformemente en varios conjuntos disjuntos con el fin de simplificar
los célculos. En los problemas reales de calibrado, cada conjunto disjunto suele contener un
nimero distinto y variable de casos de prueba y de constantes simbélicas.
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El siguiente algoritmo de calibrado, al que denominamos calibrado simboli-
co disjunto, contempla esta simplificaciéon con el fin de calibrar cada conjunto
disjunto de constantes simbodlicas por separado.

Algoritmo 5.3: Calibrado simbdlico disjunto de programas légicos
difusos.
Datos: Un programa simbolico P# y un conjunto de casos de prueba
(Gi,vi), con 1 <i<k.
Resultado: Una sustitucion simbolica ©.
C+ ;
para cada i € {1,...,k} hacer
Computar la s.f.c.a. (G;,id) ~* (G!,0;) en P#;
Obtener las constantes simbolicas sym(G)) = {s7,..., s#},
para cada s7 € sym(G!) hacer
si (S, T) € C: s* € S entonces
¢ Cu{({s*).0):
fin

fin

para cada j € {1,...,l — 1} hacer

A+ (84, T) €C:sT € Su;

B+ (Sb,Tb) eC: S?il € Sb;
C+—((C—=A)—-B)uU{(SaUSy, T,UTy)};

fin
Ae(S,T)EC:SfE € S;
C+ (C—A)U{(S,TU{G,v)})};

fin
0 =10;
para cada (5,T) € C hacer
©' + Calibrar el programa P# para los casos de prueba T
aplicando el algoritmo 5.2;
0+ 00U,
fin
devolver ©O;

Ejemplo 5.5. El problema de calibrado considerado en el ejemplo 5.1 puede
dividirse en dos subproblemas. Por un lado, las constantes simbolicas 5# y &f;
que ocurren en la derivacion del caso de prueba tq, y por otro lado las constantes
simbdlicas s? y @fi que ocurren en la derivacion del caso de prueba to. En la
siguiente tabla se muestra el grado de verdad asociado a la f.c.a. del caso de
prueba ¢; junto con su desviaciéon €; con respecto del valor esperado, para cada
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posible sustitucion simbdlica.

S2) si a7 31 €1 €total
011 | 0.3 Qguer | 0.395 0.305 0.305
O12 | 0.3 Qe | 0.3834 0.3166 | 0.3166
O13 | 0.8 Qgyer 0.645 0.055 0.055
O14 | 0.8 Queom | 0.626  0.074 | 0.074

Para este problema de calibrado, FASILL genera 22 = 4 sustituciones simboli-
cas. No hay ninguna precondicién, y por lo tanto todas las sustituciones son
seguras. La mejor sustitucién simbolica para el caso de prueba t; es O3 =
{s%/0.8,@%, /@,4pe,} con un error absoluto de 0.055. En la siguiente tabla se
muestra el grado de verdad asociado a la f.c.a. del caso de prueba 2 junto con
su desviacién €s con respecto del valor esperado, para cada posible sustitucion
simbolica.

SP S# &j; ta €2 €total
©21 | 0.3 &goger | 0.3 0.0 0.0
©s5 | 0.3 &juka | 0.0 0.3 0.3
©53 | 0.3 &pmd 0.081 0.219 | 0.219
Osa | 08 &gogr | 05 02 | 0.2
Os5 | 0.8 &ura | 0.0 0.3 0.3
O26 | 0.8 &proa | 0.216 0.084 | 0.084

Para este problema de calibrado, FASILL genera 2-3 = 6 sustituciones simbdlicas.
Hay una precondicion, (0.6 &f; (0.5 &fz 8?1#)), que descarta las sustituciones
simbélicas @22 y ©2 5. La mejor sustitucion simboélica para el caso de prueba
to es O = {s?/O.?),&S#Q/&godel} con un error absoluto de 0.0. Asi, la mejor
sustituciéon simboélica es © = ©; 3 U O3 1 con un error absoluto de 0.055, que
coincide con la sustitucion simbolica obtenida en el ejemplo 5.4. Ademés, hemos
pasado de considerar 24 sustituciones simboélicas a tan solo 10.

Aunque el algoritmo de calibrado simbolico mejora la eficiencia del calibrado
bésico, es posible que en ocasiones este método no sea capaz de encontrar la
mejor sustituciéon simbolica cuando hay constantes simbodlicas en la relacién de
similitud asociada al programa, debido a que la mejor sustituciéon simbélica
podria no satisfacer las precondiciones y ser descartada. En el siguiente ejemplo
se muestra como el método de calibrado basico encuentra la mejor sustitucion
simbolica, mientras que el método simbolico encuentra una soluciéon suboptima.

Ejemplo 5.6. Sea P# el programa simbolico mostrado en el ejemplo 4.3, que
hemos calibrado en los ejemplos anteriores. Supongamos que queremos calibrar
el programa P# con respecto a los siguientes casos de prueba:

t1 = (good_hotel(hydropolis),0.7);
to = (close(atlantis, bus), 0.0).

Es decir, hemos cambiado el grado de verdad esperado para el caso de prueba to,
de 0.3 a 0.0. Vamos a considerar las mismas sustituciones simbolicas que en el
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ejemplo 5.3. Para este conjunto de casos de prueba, el método de calibrado basico
reporta la sustitucion simbolica ©; = {s#/0.3, &f;/&lu;m, 5?/0.87 @i/@m,er}
con una desviacion de 0.055. Al igual que en los problemas anteriores, en el mé-
todo simbolico hay una precondicion, (0.6 &%, (0.5 &%, s¥)), que no se satisface
para la sustitucién simbélica O7:

91((0.6 &%, (0.5 &% s7))07) = 91(0.6 &pura (0.5 &iura 0.3)) = 0.

Por lo tanto, el método de calibrado simbdlico descarta ©7 y en su lugar reporta
la sustitucion simbélica ©1; = {s?’f’é/0.37 &jé/&pmd, sf/O.S, @fz/@(wer} con una
desviacion de 0.217.

Sin embargo, en la préctica este problema no es tan frecuente y su efecto
se mitiga al considerar un espacio de busqueda mayor a la hora de calibrar.
Mas atn, es posible modificar el algoritmo de calibrado simbolico para calcular
correctamente la desviacion de las sustituciones simbdlicas inseguras aplicando
el algoritmo de calibrado basico; esto es, ejecutando los objetivos originales de
los casos de prueba en P#© para estas sustituciones simboélicas inseguras en
lugar de utilizar las respuestas computadas difusas simbolicas.

5.4. Calibrado basado en satisfacibilidad

El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) consiste en determinar si
una férmula proposicional puede satisfacerse [MW12]. El problema de satisfaci-
bilidad médulo teorias (SMT) generaliza este problema afiadiendo razonamiento
sobre igualdad, aritmética, cuantificadores y otras teorias de primer orden de
interés. Los resolutores de satisfacibilidad son herramientas utilizadas para de-
cidir la satisfacibilidad de formulas en dichas teorias, y constituyen una amplia
linea de investigacion [BT18, MW12] en el desarrollo de técnicas eficaces para
la demostracion automatica de teoremas en la logica clasica. También existen
algunas aproximaciones [ABMV12, VBG12] para la logica difusa.

En esta seccion, siguiendo la linea de nuestra propuesta [RM20], mostramos
como es posible expresar un problema de calibrado de un programa SFASILL
como un problema de satisfacibilidad que puede ser resuelto por un resolutor
SMT. Tal y como se indic6 al principio del capitulo, una vez que se han ob-
tenido las respuestas computadas difusas simbolicas para los casos de prueba,
el problema de calibrado se reduce a un problema de optimizacion en el que
inicamente hay que asignar valores y evaluar conectivas. Por lo tanto, gracias a
la seméntica operacional de la extension simboélica de FASILL y a los resultados
sobre la preservacion de las respuestas computadas difusas (véanse los teoremas
4.1, 4.2 y 4.3), podemos calcular las s.f.c.a. en el sistema FASILL y delegar la
busqueda de la mejor sustitucion simbodlica a otro sistema.

Aqui utilizaremos uno de los resolutores SMT maéas populares, Z3 [MB08,
BMO09, MB12, BMNW19], junto al estandar SMT-LIB: una iniciativa interna-
cional que proporciona una descripciéon de las teorias utilizadas en un sistema
SMT y que define un lenguaje comtn para la entrada/salida en estos sistemas
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[BST*10, BMR*11]. La funcionalidad principal de Z3 es comprobar la satisfaci-
bilidad de férmulas légicas sobre una o mas teorias y producir modelos para las
formulas satisfacibles. No obstante, en muchos casos los modelos arbitrarios son
insuficientes para aplicaciones que deben resolver problemas de optimizacion:
uno o varios valores deben ser minimos o méximos. Por lo tanto, Z3 extiende el
estandar SMT-LIB para incorporar nuevos comandos que permiten expresar la
optimizacion de objetivos [BPF15].

Una de las principales ventajas del calibrado en Z3 es que no es necesario
considerar un subconjunto de grados de verdad cuando trabajamos con un re-
ticulo en un intervalo real con infinitos elementos y, por lo tanto, el resultado
es més preciso. Ademaés, como veremos més adelante, puede llegar a ser mucho
més eficiente que el sistema FASILL para algunos programas. Los pasos a seguir
son los siguientes:

(1) Primero, el reticulo completo asociado al programa SFASILL debe ser tra-
ducido (manualmente) a un lenguaje soportado por Z3, por ejemplo, SMT-
LIB.

(2) Después, el sistema FASILL calcula las respuestas computadas difusas sim-
bélicas de los casos de prueba, y estas son traducidas automaticamente
a formulas de Z3 (junto a las precondiciones necesarias para descartar
sustituciones simbolicas inseguras).

(3) Finalmente, el resolutor Z3 se ejecuta con el objetivo de minimizar la
desviacion de las s.f.c.a. con respecto de los grados de verdad esperados
de los casos de prueba, comprobando la satisfacibilidad de las férmulas.

Ejemplo 5.7. Considérese el problema de calibrado mostrado en el ejemplo 5.2.
El método de calibrado basado en satisfacibilidad en Z3 produce el siguien-
te programa en SMT-LIB, Primero, se declaran las constantes simbolicas y la
desviacién, donde las conectivas simbdlicas &ffz y @ﬁ; son representadas como
cadenas de caracteres (sym!and!2!s2 y sym!agr!2!s4), y los valores simbélicos
sty sf como valores reales (sym!td!0!sl y sym!td!0!s3).

(declare-const sym!td!0!sl Real)
(declare-const sym!and!2!s2 String)
(declare-const sym!td!0!s3 Real)
(declare-const sym'!agr!2!s4 String)
(declare-const deviation! Real)

A continuacion, se especifica el dominio de las constantes simbodlicas; es decir,
el rango de valores que pueden tomar. En el caso de los valores simbolicos, para
el reticulo ([0,1], <), el rango es cualquier ntmero real entre 0 y 1. Para la
conectiva &f; es cualquiera de las t-normas definidas en el reticulo. Y para la
conectiva @3#4, es cualquier agregador de aridad 2 definido en el reticulo.
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(assert (lat!member sym!td!0!s1))
(assert (dom!sym!and!2 sym!and!2!s2))
(assert (lat!member sym!td!0!s3))
(assert (dom!sym'agr!2 sym!agr!2!s4))

Después se establecen las precondiciones en forma de L#-expresiones que deben
ser distintas de 1. En este caso, como ya vimos en el ejemplo 5.4, hay una sola
precondicion: (0.6 &%, (0.5 &%, s¥)).

(assert
(not
(=
(call!sym!and!2 sym!and!2!s2 0.6
(call!sym!and!2 sym!and!2!s2 0.5 sym!td!0!s1))
0.0)))

Entonces, se establece la desviacién como la suma de las distancias entre las
respuestas computadas difusas simbolicas y los valores esperados de los casos
de prueba.

(assert
(= deviation!
(+
(lat!distance 0.7
(call!sym!agr!2 sym!agr!2!s4 0.49 sym!td!0!s3))
(lat!distance 0.3
(call!sym!and!2 sym!and!2!s2
(call!sym!and!2 sym!and!2!s2 0.6
(lat!supremum sym!td!0!s1
(call!sym'and!2 sym!and!2!s2
(lat!supremum 0.4
(call!sym!and!2 sym'and!2!s2 sym!td!0!s1
(call!sym!and!2 sym!and!2!s2 sym!td!0O!sl 0.4)))
(call!sym!and!2 sym'!'and!2!s2 0.4 sym!td!0!s1))))
0.9))))

Finalmente, se busca un modelo que satisface estas restricciones, minimizando
la desviacion.

(minimize deviation!)
(check-sat)
(get-model)

Para este programa, Z3 reporta el siguiente modelo:



104 CAPITULO 5. CALIBRADO DE PROGRAMAS LOGICOS DIFUSOS

(model
(define-fun symlagr!2!s4 () String "agr_aver")
(define-fun sym!and!2!s2 () String "and_godel")
(define-fun sym!td!0O!sl () Real 0.3)
(define-fun sym!td!0!s3 () Real 0.91)
(define-fun deviation! () Real 0.0)

)

El modelo generado por Z3, que es transparente al usuario, es analizado por el
sistema FASILL para construir la sustituciéon simbdlica

© = {57 /0.3,&%/&goder, s /0.91,@%, /@4y, },

que produce una desviaciéon de 0.0 respecto a los casos de prueba.

5.5. Detalles de implementacion

En esta seccion se presentan los detalles de implementacion del calibrado de
programas en el sistema FASILL. Los casos de prueba pueden ser introducidos
en el entorno mediante el predicado incorporado consult_testcases/1, que
recibe la ruta de un fichero que contiene los casos de prueba. Los programas
pueden ser calibrados mediante el comando :tuning, que calibra el programa
cargado en el entorno reportando la mejor sustitucién simbolica encontrada, la
desviacion de dicha sustituciéon simbélica con respecto a los casos de prueba y el
tiempo de calibrado. La figura 5.1 muestra el proceso de calibrado del programa
simbdlico del ejemplo 4.3 en la consola interactiva del sistema FASILL.

La herramienta web también ofrece la posibilidad de calibrar programas
simbolicos [MR17]. Sobre el cuadro de texto del objetivo hay dos pestafias para
alternar entre la ejecucion de objetivos y el calibrado de programas, tal y como se
muestra en la figura 5.2. En la pestana de calibrado, el usuario puede introducir
los casos de prueba ademas de precondiciones adicionales a las que puedan ser
generadas automaticamente por el sistema, y seleccionar el método de calibrado
(mediante FASILL o mediante Z3). Tras pulsar el botén de calibrado el resultado
se muestra en el area de salida.

El moédulo fasill_tuning del sistema FASILL contiene la implementacién
de las técnicas de calibrado descritas en los algoritmos 5.1 y 5.3, y exporta
predicados para el calibrado y el razonamiento de programas simbolicos como,
por ejemplo, la recolecciéon de las constantes simboélicas que ocurren en una
expresion, o la aplicaciéon de una sustituciéon simbélica a una expresion. Ade-
mas, el médulo fasill_tuning_smt contiene la implementacion del método de
calibrado basado en satisfacibilidad mediante el uso del resolutor Z3.

Calibrado basico

El predicado principal para calibrar un programa mediante el método basi-
co es fasill_basic_tuning/3, que recibe un valor de tolerancia para el error
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fasill> :listing.

(1) cheap(taxi) <- #s3.

(2) close(hydropolis,taxi) <- 0.7.

(3) close(ritz,metro) <- 0.9.

(4) good_hotel(X) <- #0s4(@very(close(X,Y)),cheap(Y)).

fasill> consult_testcases('good_hotel.test.fpl').
<1.0, {¥

fasill> :tuning.
best symbolic substitution:
{#0@s4/0aver,#s3/0.8,#&s2/&godel ,#s1/0.3}
deviation:
0.05499999999999994
execution time:
17 milliseconds

Figura 5.1: Calibrado de programas logicos difusos en la consola interactiva del
sistema FASILL mediante el comando :tuning.

cometido por la sustitucion simbélica y devuelve la primera sustitucion simbo-
lica cuya desviacion es menor que dicho umbral. Cuando el umbral es 0, este
predicado devuelve la sustitucion simbolica que minimiza la desviacion (entre
las sustituciones simbolicas consideradas).

fasill_basic_tuning(Cut, S, D) :-
retractall(tuning_best_substitution(_, _)),
findall(Body, fasill_rule(_,body(Body),_), ExprSym, GoalSym),
findall(Goal, fasill_testcase(_, Goal), GoalSym, SimSym),
findall(TD, similarity_between(_, _, _, TD, true), SimSym),
fasill_findall_symbolic_cons (ExprSym, Sym),
findall (testcase(TD,Goal), fasill_testcase(TD,Goal), Tests),
( fasill_symbolic_substitution(Sym, Sub),
fasill_basic_tuning_check_testcases(Tests, Sub),
tuning_best_substitution(S, D),
(D =<Cut -> ! ; false )
; tuning_best_substitution(S, D) ).

Primero, FASILL recoge todos los cuerpos de las reglas del programa, los objeti-
vos de los casos de prueba y las entradas (simbolicas) de la relacion de similitud.
Entonces busca todas las constantes simboélicas que aparecen en estas expresio-
nes mediante el predicado fasill_findall_symbolic_cons/2. A continuacion,
por reevaluacion, el predicado fasill_symbolic_substitution/2 genera todas
las posibles sustituciones simbolicas para dichas constantes, mientras que el pre-
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Running  Tuning

& Test cases

1 ©.7 -»> good_hotel(hydropolis).
2  ©.3 -> close(atlantis, bus).

Output

Q, Ssymbolic substitution

1 best symbolic substitution: {#@s4/@aver,#s3/@.8,#&s2/&godel,#s1/0.3}
2 | deviation: €.85499999999999994
3  execution time: 17 milliseconds

Figura 5.2: Area de calibrado del sistema FASILL en linea.

dicado fasill_basic_tuning_check_testcases/2 recibe el conjunto de casos
de prueba y una sustituciéon simboélica para comprobar la desviaciéon cometida
por la misma respecto a los casos de prueba. Al realizar esta bisqueda, el sistema
almacena en todo momento la mejor sustitucion simboélica como un hecho del
predicado dinamico tuning_best_substitution/2, que contiene la sustitucion
y el error cometido respecto a los casos de prueba. De este modo, se evita gene-
rar en memoria todas las posibles sustituciones simbolicas para luego iterarlas y
en su lugar la busqueda se realiza por reevaluaciéon, generando y comprobando
las sustituciones simbdlicas una a una.

fasill_basic_tuning_check_testcases(Tests, S) :-
fasill_symbolic_substitution_flag(S, Flag),
set_fasill_flag(symbolic_substitution, Flag),
fasill_basic_tuning_check_testcases(Tests, S, 0.0).

fasill_basic_tuning_check_testcases([], S, D) :-
(tuning_best_substitution(_, Best) -> Best > D ; true),
retractall(tuning_best_substitution(_, _)),
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asserta(tuning_best_substitution(S, D)).
fasill_basic_tuning_check_testcases([testcase(E,G) ITs], S, DO) :-
(tuning_best_substitution(_, Best) -> Best > DO ; true),

once(query (G, state(TD, _))),
lattice_call_distance(E, TD, num(Distance)),

D1 is DO + Distance,
fasill_basic_tuning_check_testcases(Ts, S, D1).

Para calcular el error de cada una de las sustituciones simboélicas, el predicado
fasill_basic_tuning_check_testcases/2 establece la sustituciéon simbolica
en el entorno mediante la bandera symbolic_substitution. Entonces, el sis-
tema itera los casos de prueba, computando la primera respuesta computada
difusa para el objetivo y calculando la distancia entre el valor obtenido y el valor
esperado.

Calibrado simbodlico

El predicado principal para calibrar un programa mediante el método sim-
bolico es fasill_tuning/3, que recibe un valor de tolerancia para el error
cometido por la sustitucién simbélica, y devuelve la primera sustituciéon sim-
bolica cuya desviacién es menor que dicho umbral. Igual que en el calibrado
bésico, cuando el umbral es 0, este predicado devuelve la sustitucion simbolica
que minimiza la desviacion (entre las sustituciones simbolicas consideradas).

fasill_tuning(Cut, S, Deviation) :-
fasill_tuning_disjoint_sets(Tests, Preconditions),
fasill_tuning_loop(Cut, Tests, Preconditions, Ss, Deviation),
append(Ss, S).

Primero, el predicado fasill_tuning_disjoint_sets/2 separa los casos de
prueba y las precondiciones en conjuntos disjuntos, devolviendo una lista de
casos de prueba y una lista de precondiciones, ambas indexadas y ordenadas por
las constantes simbodlicas que contienen. Las componentes conexas se obtienen
mediante una estructura de datos para conjuntos disjuntos que hemos publicado
como un paquete independiente para Swi-Prolog® y cuyo cédigo fuente esta
disponible en GitHub.? A partir de ahi, el predicado fasill_tuning_loop/5
busca la mejor sustitucién simbélica para cada uno de estos subproblemas de
calibrado y las sustituciones parciales se componen para obtener la sustitucion
simbolica final.

fasill_tuning_loop(Cut, Tests, Preconditions, Ss, D) :-
fasill_tuning_loop(Cut, Tests, Preconditions, Ss, 0.0, D).

fasill_tuning_loop(_, [1, [1, [1, D, D).

Shttps://wuw.swi-prolog.org/pack/list?p=union_find
4nttps://github.com/jariazavalverde/prolog-union-find
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fasill_tuning_loop(Cut, [C-T], [C-P], [S], DO, D2) :-
Tolerance is Cut - DO,
fasill_tuning_best_substitution(Tolerance, C, T, P, S, D1),
D2 is DO + D1.
fasill_tuning_loop(Cut, [C-T,T2|Ts], [C-P,P2|Ps], [S|Ss],D0,D3) :-
fasill_tuning_best_substitution(0.0, C, T, P, S, D1),
D2 is DO + D1,
fasill_tuning_loop(Cut, [T2|Ts], [P2|Ps], Ss, D2, D3).

Con el fin de podar la busqueda en funcién del valor de corte, cuando sélo queda
un conjunto por calibrar, se calcula la tolerancia como la diferencia entre el valor
de corte y el error cometido hasta ese momento. Este umbral se utiliza para
buscar una sustitucion simbolica con un error menor o igual que dicha tolerancia
mediante el predicado fasill_tuning_best_substitution/6. Mientras haya
més de un conjunto, esta tolerancia se establece a 0 para encontrar la mejor
sustitucion simbdlica.

El predicado fasill_tuning_best_substitution/6 recibe el valor de tole-
rancia, las constantes simbolicas, el conjunto de casos de prueba y el conjunto de
precondiciones de un subproblema de calibrado para proceder a la busqueda de
la mejor sustituciéon simboélica para dicho problema. Para ello, genera por reeva-
luacién todas las posibles sustituciones simbélicas para las constantes simbélicas
indicadas mediante el predicado fasill_symbolic_substitution/2. Ademas,
comprueba para cada una de ellas que se satisfacen todas las precondiciones y
calcula la desviaciéon que se produce con respecto a los casos de prueba.

fasill_tuning_best_substitution(
Tolerance, Sym, Tests, Preconditiomns, S, D) :-
retractall(tuning_best_substitution(_, _)),

( fasill_symbolic_substitution(Sym, Sub),
fasill_tuning_check_preconditions(Preconditions, Sub),
fasill_tuning_check_testcases(Tests, Sub),
tuning_best_substitution(S, D),

( D =< Tolerance -> ! ; false )
; tuning_best_substitution(S, D) ).

El predicado fasill_tuning_check_preconditions/2 recibe una lista de
precondiciones y una sustituciéon simbolica para comprobar que esta es segura.
Para ello ejecuta cada precondiciéon como un objetivo y comprueba que el grado
de verdad asociado al mismo es distinto de L. Ademaés de las precondiciones
generadas por el sistema FASILL, el usuario puede introducir junto a los casos
de prueba objetivos arbitrarios que seran también considerados precondiciones.
En el calibrado basado en Z3 esto no es posible, ya que tnicamente podemos
evaluar L-expresiones (lo cual es suficiente para comprobar las precondiciones
generadas por FASILL).
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fasill_tuning_check_preconditions([], _).
fasill_tuning_check_preconditions([precondition(GoalS) |Ps], S) :-
fasill_apply_symbolic_substitution(GoalS, S, Goal),
query(Goal, state(FCA, _)),
lattice_call_bot(Bot),
\+lattice_call_leq(FCA, Bot),
fasill_tuning_check_preconditions(Ps, S).

El predicado fasill_tuning_check_testcases/2 se encarga de, dado un
conjunto de casos de prueba y una sustituciéon simbolica, calcular el error co-
metido por la misma. Para ello aplica la sustitucién simbélica a los objetivos
de los casos de prueba, termina de calcular las respuestas computadas difusas
asociadas a los caso de prueba y, finalmente, calcula la distancia entre los valores
obtenidos y los valores esperados. Si en algtin momento el error cometido por la
sustitucion simboélica es mayor que la desviacion de la mejor sustitucion simbo-
lica encontrada hasta el momento, el objetivo falla y esa sustitucion simbolica
es descartada. Cuando se han comprobado todos los casos de prueba, si la des-
viacion es menor que la desviacion de la mejor sustitucion simbolica encontrada
hasta el momento, se elimina la anterior sustitucion y se almacena la nueva.

fasill_tuning_check_testcases(Tests, S) :-
fasill_tuning_check_testcases(Tests, S, 0.0).

fasill_tuning_check_testcases([], S, Deviation) :-
( tuning_best_substitution(_, Best) ->
Best > Deviation
; true),
retractall(tuning_best_substitution(_, _)),
asserta(tuning_best_substitution(S, Deviation)).
fasill_tuning_check_testcases([testcase(E,SFCA) |Tests],S,D0) :-
(tuning_best_substitution(_, Best) -> Best > DO ; true),
fasill_apply_symbolic_substitution(SFCA, S, FCA),
query(FCA, state(TD, _)),
lattice_call_distance(E, TD, num(Distance)),
D1 is DO + Distance,
fasill_tuning_check_testcases(Tests, S, D1).

Calibrado basado en satisfacibilidad

El predicado principal para calibrar un programa mediante el método basado
en satisfacibilidad es tuning_smt/4, que recibe un atomo que representa el
tipo de dato de los elementos del reticulo en SMT-LIB (Real, Bool, ...) y la
ruta a un fichero que contiene la definicion del mismo en formato SMT-LIB, y
devuelve la sustitucion simbodlica y la desviacion reportadas por Z3. La lectura
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y escritura de expresiones y programas en formato SMT-LIB es gestionada por
un paquete independiente que hemos publicado para Swi-Prolog® y que utiliza
listas anidadas para representar internamente dichas expresiones.

tuning_smt(Domain, LatFile, Substitution, Deviation) :-
smtlib_read_script(LatFile, list(Lat)),
tuning_smt_sfca(List0fSFCA),
fasill_findall_symbolic_cons(ListOfSFCA, ListCons),
list_to_set(ListCons, Cons),
tuning_smt_decl_const(Domain, Cons, Dec),
( member([reserved('define-fun'),symbol('lat!member')|_],Lat)
-> tuning_smt_members(Cons, Members)
;  Members = []
),
tuning_smt_preconditions(Pre),
tuning_smt_minimize(ListOfSFCA, Minimize),
GetModel = [[reserved('check-sat')], [reserved('get-model')]],
append([Lat, Dec, Members, Pre, Minimize, GetModel], Script),
smtlib_write_to_file('.tuning.smt2', list(Script)),
shell('z3 -smt2 .tuning.smt2 > .result.tuning.smt2', _),
smtlib_read_expressions('.result.tuning.smt2', Z3answer),
tuning_smt_answer (Z3answer, Substitution, Deviation).

En esencia, este predicado calcula las respuestas computadas difusas simboli-
cas para los objetivos de los casos de prueba cargados en el entorno, busca las
constantes simbolicas contenidas en las s.f.c.a., genera las declaraciones de las
variables que representan las constantes simbélicas en Z3 y las precondiciones
necesarias para descartar sustituciones simbolicas inseguras y conforma el pro-
grama final en formato SMT-LIB. Este programa se almacena en un fichero
temporal y se ejecuta en Z3, cuya salida es analizada por FASILL para generar
la sustitucion simbodlica resultante.

El predicado sfca_to_smtlib/2 traduce un objetivo SFASILL a una expre-
sion SMT-LIB en la representaciéon interna utilizada por el paquete de SwWi-
Prolog.

sfca_to_smtlib(num(X), numeral(X)) :-
|

integer (X) .
sfca_to_smtlib(num(X), decimal (X)) :-
|

float (X).

sfca_to_smtlib(term('#'(X),[]), symbol(Y)) :-

[}
L)

atom_concat ('sym!td!o!', X, Y).

Shttps://eu.swi-prolog.org/pack/list?p=smtlib
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sfca_to_smtlib(term(X, [1), symbol(X)) :-
|
atomic (X).

sfca_to_smtlib(sup(X,Y), [symbol('lat!supremum'), Ex, Ey]) :-
]
sfca_to_smtlib(X, Ex),
sfca_to_smtlib(Y, Ey).

sfca_to_smtlib(term(X,Xs), [symbol(Con),symbol(Name2) |Xs2]) :-
X =.. [Op,Name],
member ((Op,Pre), [('#&','and!'),('#|"','or!"'),('#0"', " 'agr!')]),
|
length(Xs, Length),
atomic_list_concat(['call!sym!', Pre, Length], Con),
atomic_list_concat(['sym!', Pre, Length, '!', Name], Name2),
maplist(sfca_to_smtlib, Xs, Xs2).

sfca_to_smtlib(term(X,Xs), [symbol(Con)|Xs2]) :-
(X ="%&', Op="'&', lattice_tnorm('&' (Name)))

; X ="', 0p="I|", lattice_tconorm('|' (Name)))
; X =.. [Op,Name]
), !’

member ((Op,Pre), [('&','lat!and!'),('|','latlor!"'),
('@','lattagr!"'),('#','sym!td! ")]),

length(Xs, Length),

atomic_list_concat([Pre, Name, '!', Length], Con),

maplist(sfca_to_smtlib, Xs, Xs2).

El resto de predicados de este modulo simplemente utilizan los predicados
descritos en las implementaciones de los algoritmos de calibrado anteriores para
recoger las precondiciones y las respuestas computadas difusas simbdlicas y tra-
ducirlas a SMT-LIB mediante el predicado sfca_to_smtlib/2. Por ejemplo, el
predicado tuning_smt_minimize/2 recibe la lista de las respuestas computadas
difusas simbolicas de los objetivos de los casos de prueba (junto a los grados
de verdad esperados para los mismos) y construye el objetivo a minimizar en
SMT-LIB.

tuning_smt_minimize(ListOfSFCA, [Assert, Minimize]) :-
findall([symbol('lat!distance'), TD_, SMT],
( member ((SFCA,TD), ListOfSFCA),
sfca_to_smtlib(TD, TD_),
sfca_to_smtlib(SFCA, SMT)
), Distances),
Assert = [reserved(assert),
[symbol(=), symbol('deviation!'), [symbol(+)|Distances]]],
Minimize = [reserved(minimize), symbol('deviation!')].
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5.6. Pruebas y evaluacién de rendimiento

Para determinar el rendimiento de los distintos métodos de calibrado de
programas logicos difusos en el entorno FASILL, hemos preparado una serie de
pruebas y casos de uso con los que ademés ilustramos la utilidad de las distintas
técnicas de calibrado en diversos dominios de aplicacién de interés.

En nuestro primer experimento discutimos los resultados de calibrar un mis-
mo programa FASILL tanto con el método de calibrado basico como con el méto-
do simbolico, variando tanto el niimero de pasos de computacién necesarios para
resolver todos los atomos, como el nimero de sustituciones simbélicas explora-
das. Para ello, consideramos una regla general de la forma “p < gA...AgAs*”
(que contiene k instancias del 4&tomo ¢ y una constante simbolica s7), junto con
un hecho “q < T”; e introducimos un tnico caso de prueba: (p, T). Ademaés, en
todas las ejecuciones, la tinica sustitucion simboélica que produce una desviacion
de 0 es considerada la iltima en el espacio de busqueda para asegurar que ambos
métodos exploran exactamente el mismo niimero de sustituciones simbolicas.

Tabla 5.1: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) de los métodos de ca-
librado basico y simbélico tras 50 ejecuciones, en funciéon del ntimero de atomos
en la derivacion (k) y del namero de sustituciones simbolicas consideradas, para
una constante simbolica y un caso de prueba.

. Tiempo (ms)

Calibrado | k110 s " 1006 2506 5006 10006
Basico T |1 5 15 17 35 70

5 |15 16 18 53 98 198
10 |16 23 39 98 212 414
25 | 16 85 134 343 692 1373
50 |42 211 431 1029 2090 4250
100 | 148 709 1337 4164 8100 13515
Simbolico | 1| 1 5 16 16 17 25

5 |15 16 16 16 31 68

10 |15 16 17 26 53 104
25 |15 21 31 87 151 232
50 |15 34 59 114 228 471
100 |32 79 104 250 481 967

La tabla 5.1 resume el tiempo medio de ejecucién obtenido tras calibrar
diferentes instancias del programa FASILL propuesto mediante el algoritmo ba-
sico, que no hace uso de la semantica operacional de la extension simboélica,
y mediante el algoritmo simbélico.® Como es de esperar, el contraste de am-
bos algoritmos revela una mejora muy significativa del tiempo de ejecucién del
método de calibrado simbolico frente al método béasico, que se hace més pro-

6Todas las pruebas de esta seccion han sido ejecutadas en Swi-Prolog 8.0.4 (64 bits) utili-
zando un ordenador de sobremesa equipado con un procesador AMD Opteron™ @ 1593 MHz
y 2.00 GB RAM.
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nunciada conforme mas atomos se explotan en la derivaciéon y mas sustituciones
simbolicas se consideran, ya que el método simbolico s6lo calcula la s.f.c.a. una
anica vez en todo el proceso, mientras que el método basico la recalcula para
cada sustitucién simbolica. En particular, para 1000 sustituciones simbdlicas y
100 atomos, el método simbolico es mas de 10 veces mas rapido que el método
bésico. Las figuras 5.3 y 5.4 ilustran la comparacion de los tiempos de ejecucion
(en escala logaritmica) de los métodos de calibrado basico y simbolico (1) en
funcion del namero de sustituciones simbolicas consideradas y (2) en funcion
del ntmero de dtomos explotados en los objetivos de los casos de prueba, donde
se aprecia que el método simbélico puede reducir el tiempo de ejecuciéon varias
magnitudes.

— ‘

g

= 104 L [0 Basico o ] -
8 g Simbélico — g
g | ]
g 10° e
o - e
S 0 A
o 102} 7 2 4
g B % Z ZEE
g Lllm & 12 | | 7

10 50 100 250 500 1000

sustituciones simbolicas

Figura 5.3: Comparacion de los tiempos de ejecucion de los algoritmos de ca-
librado bésico y simbdlico en funcion del ntimero de sustituciones simbolicas
consideradas (con 100 atomos).
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Figura 5.4: Comparacion de los tiempos de ejecucion de los algoritmos de cali-
brado bésico y simbélico en funcién del nimero de atomos en los objetivos de
los casos de prueba (con 1000 sustituciones simbolicas).

En lo que resta de seccién presentamos algunas aplicaciones practicas del
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calibrado de programas logicos difusos, como son la equivalencia de circuitos
combinacionales [RM20], el aprendizaje automéatico [MPR17, RM20] o la web
seméantica [AJBTMR19]. Junto a estas aplicaciones presentamos algunos expe-
rimentos con el objetivo de medir la eficiencia del método de calibrado basado
en satisfacibilidad.

5.6.1. Equivalencia de circuitos combinacionales

Un circuito combinacional es un circuito formado por funciones logicas ele-
mentales que tiene un determinado nimero de entradas y salidas, y donde las
salidas dependen tnicamente de la combinacion de sus entradas. En la figura 5.5
se muestran dos circuitos combinacionales con cuatro entradas (xg,x1, 2, x3) y
dos salidas (yo, y1). El problema de verificar la equivalencia de dos circuitos com-
binacionales es de vital importancia en el campo de la verificacion de circuitos
digitales. Como consecuencia, han surgido numerosos enfoques para solucionar
este problema [MSG99]. Aqui, proponemos un método basado en satisfacibili-
dad, expresando el problema como un programa logico del cual se obtendra la
equivalencia mediante el calibrado de un objetivo.

Sean C'4 y Cpg dos circuitos combinacionales, ambos con n entradas x1, . . . , Ty,

To T1 X2 I3

l
e

Y1

T

Tog T1 T2 T3

|
e

Ba

Figura 5.5: Dos circuitos combinacionales equivalentes.
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y m salidas, C'4 con salidas yi,...,yn v Cp con salidas wi,...,wy,,. La fun-
cion implementada por cada uno de los circuitos se define como sigue: fa :
{0,1}" — {0,1}" y fp : {0,1}" — {0,1}™. Sea = € {0,1}", y definamos
fA(x) = (fA,l(x)v R fA,m(x)) y fB(x) = (fB,l(m)v SRR fB,m(x))' Ambos cir-

cuitos no son equivalentes si se satisface la siguiente condicion:
Jx € {0,1}",3Fi € [1,m], fai(z) # fB.i(2)

que puede ser expresada como el siguiente problema de satisfacibilidad, repre-
sentado en la figura 5.6 como un circuito combinacional (conocido como miter)
[MS08]:

V (Fai(@) @ fpa(x) =1 (5.1)

=1

A partir de estos resultados, es facil codificar en forma normal clausal el proble-
ma de verificar la equivalencia de dos circuitos combinacionales y, por lo tanto,
es susceptible de ser implementado y calibrado como un programa logico.

Implementacion

En este problema utilizaremos el reticulo booleano B = {0, 1} descrito en el
anexo A.2. Expresaremos cada uno de los circuitos combinacionales en FASILL
como predicados de aridad 2, donde el primer argumento es una lista que con-
tiene las entradas y el segundo argumento es una lista que contiene las salidas.

Ejemplo 5.8. Considérense los circuitos combinacionales representados en la
figura 5.5. A continuacion se muestra una posible codificacion de estos circuitos
en el lenguaje FASILL como los predicados a/2 y b/2:

a([X0,X1,X2,X3], [Y0,Y1]) :-
@not ((X0 & @not((Gnot((X1 & X2)) & @not((X2 & X3)))))) on YO,
Onot ((X2 & X3)) on Y1.

b([X0,X1,X2,X3], [YO,Y1]) :-
@not ((X0 & ((X1 & X2) | (X2 & X3)))) on YO,
Onot (((X2 & X3) & X3)) on Y1.

Podemos comprobar la salida de estos circuitos ante determinadas entradas. Por
ejemplo, para la asignacion (0, 1,1, 1), el objetivo G = (z = [0,1,1,1] & a(z,y) &
b(x,w)) devuelve la respuesta computada difusa

(1 {y/[1, 1, w/[1,1]}).

Ademas, podemos pasar valores simbolicos como entradas a los circuitos y obte-
ner las L°-expresiones correspondientes en forma de términos. Por ejemplo, para
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1 -+ Tp

hn

Circuito A jD—
Ym

o=17

w1

Circuito B : ﬁD—
W,

Figura 5.6: Circuito de comprobacion de equivalencia (miter).

la asignacién simbolica (mf, xQ#,xf, xf), el objetivo G = a([:ﬁf,mf, xs#,xf],y)
devuelve la respuesta computada difusa

(1,{y/l
@not(&(x?&7 @not(&(@not(&(ﬂ;v x?)), @not(&(x#7 xf)))))),
) @not(&(x?7xf))

Para comprobar la equivalencia entre dos circuitos codificaremos el circuito
de equivalencia representado en la figura 5.6. El predicado miter/3 toma dos
circuitos (dos atomos que representan el nombre de los predicados de cada cir-
cuito) y una lista de entradas, y comprueba si alguna de las salidas de ambos
circuitos es distinta para la entrada proporcionada. Este predicado se evalia
con grado de verdad 0 cuando todas las salidas son iguales ante la entrada
proporcionada, o con grado de verdad 1 en cualquier otro caso.

zip_xor([1, 01, [1).
zip_xor ([X|Xs], [YIYs], [@xor(X,Y)I|Zs]) :- zip_xor(Xs,Ys,Zs).

fold_or([], false).
fold_or([XIXs], '|I'(X,Ys)) :- fold_or(Xs, Ys).

miter(Ca, Cb, Xs) :-
call(Ca, Xs, Ys),
call(Cb, Xs, Ws),
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zip_xor(Y¥s, Ws, XOR),
fold_or (XOR, OR),
OR.

El predicado zip_xor/2 recibe dos listas y devuelve una lista combinando
elemento a elemento las dos primeras con el agregador Q... El predicado
fold_or/2 recibe una lista y la reduce a un tnico término en forma de dis-
yunciéon, tomando 0 como valor inicial.

Ejemplo 5.9. Con el predicado miter/3 podemos comprobar si los circuitos
implementados en el ejemplo 5.8 proporcionan alguna salida distinta ante una
entrada determinada. Por ejemplo, el objetivo G = miter(a, b, [0,1,1,1]) lleva a
la respuesta computada difusa (0, {}); es decir, todas las salidas de ambos circui-
tos son idénticas ante la entrada (0,1, 1, 1). Si evaluamos este predicado con una
entrada simbélica, ahora obtendremos una respuesta computada difusa simbo6-
lica, ya que miter/3 se evalda con el grado de verdad que representa el término
devuelto como disyuncion de todas las disyunciones exclusivas de las salidas de
ambos circuitos. Por ejemplo, para el objetivo G = miter(a, b, [1’#, xQ#, xf, xf])
obtenemos la s.f.c.a.

<&(17&(1 &(1 &(1 (@LOT(@not(&( Ly @no (&(@not(&(xfax?,#))a
Qo (&2, w1)))))), Qo (& (ot |(&(aF , 2F), &(aF , 21)))),
(Quor(Qrot(&(@f @), Quor (Se(&e(f 2], 7)), 00)))), {1)-

Se observa que ahora la L®-expresion forma parte del grado de verdad de la
respuesta computada en lugar de formar parte de la sustitucion.

Una vez implementado el predicado miter/3 es facil detectar la equivalencia
entre dos circuitos cualesquiera mediante el calibrado de programas. Para ello
solo es necesario un caso de prueba de la siguiente forma:

1 — miter(Ca, Cp, [z7, ..., z¥)).

Este caso de prueba le indica al sistema que queremos encontrar una combina-
cion de entradas (z1,...,2,,) para los circuitos Cy y Cp tal que la salida del
predicado miter/3 sea 1, es decir, tal que alguna de las salidas y; de ambos
circuitos sea distinta. Si los circuitos son equivalentes el sistema no sera capaz
de encontrar tal asignaciéon de valores y devolvera una sustitucién simbolica ar-
bitraria con una desviacion de 1.0 (puesto que habra fallado con el tnico caso
de prueba que hemos introducido, que sera evaluado a 0). En caso contrario,
devolverd una sustitucion simbélica para la que alguna de las salidas es distinta
en ambos circuitos, con una desviacién de 0.0.

Ejemplo 5.10. Comprobemos la equivalencia de los circuitos mostrados en la
figura 5.5. Para ello, ejecutamos el proceso de calibrado con el programa FASILL
mostrado en el ejemplo 5.8 introduciendo el siguiente caso de prueba:

true -> miter(a, b, [#x1, #x2, #x3, #x4]).
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El entorno FASILL proporciona la siguiente salida que demuestra que los circuitos
son equivalentes, ya que la desviacién de la sustituciéon simbodlica encontrada es

de 1.0:

substitution: {#x1/false,#x2/false,#x3/false,#x4/false}
deviation: 1.0

Ejemplo 5.11. Introduzcamos ahora un tercer circuito combinacional, C¢, no
equivalente a los dos anteriores, representado en FASILL por el siguiente predi-
cado c/2:

c([X0,X1,X2,X3], [YO0,Y1]) :-
OGnot ((X0 & X1)) on YO,
Gnot((X2 | X3)) on Y1.

Lanzamos ahora el proceso de calibrado para comprobar la equivalencia de los
circuitos a/2 y ¢/2. En este caso, el sistema encuentra una combinacién de las
entradas, (0,0,0, 1), para la que ambos circuitos producen salidas diferentes, ya
que la desviacién es de 0.0:

substitution: {#x1/false,#x2/false,#x3/false,#x4/true}
deviation: 0.0

Para esta combinacion, el circuito a/2 produce las salidas (1,1), mientras que
el circuito ¢/2 produce las salidas (1,0).

En la tabla 5.2 se muestran todas las posibles combinaciones de entradas
para los tres circuitos combinacionales ejemplificados, Cy, Cp y C¢, junto a
sus salidas. En esta tabla se observa que, en efecto, los circuitos C'4y y Cpg son
equivalentes entre si, pero el circuito Cc produce salidas distintas para varias
de las combinaciones de entradas (entre ellas para la combinacion que reporta
el proceso de calibrado).

Resultados experimentales

En la tabla 5.3 se resumen las medias de los tiempos de ejecucion (en mi-
lisegundos) del algoritmo de calibrado simbélico en FASILL y del algoritmo de
calibrado basado en satisfacibilidad en Z3, tras 50 ejecuciones, al comprobar
la equivalencia de diversos circuitos combinacionales variando el niimero de en-
tradas de los mismos. En esta tabla se observa que el aumento del nimero de
constantes simbolicas (que se corresponde con el ntimero de entradas de los
circuitos combinacionales) supone un incremento exponencial en el tiempo de
ejecucion del método de calibrado del entorno FASILL, mientras que utilizando
73 es mucho mas eficiente.
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Tabla 5.2: Tabla de verdad de las funciones l6gicas implementadas por los cir-
cuitos combinacionales C'4, Cp v Cc.

Entradas Ca Cp Ce

o X1 T2 T3 | Y Y1 | Wo W1 | Vg V1
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1 1 0
0 1 1 0 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

Tabla 5.3: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) de los algoritmos de ca-
librado simboélico y basado en satisfacibilidad, tras 50 ejecuciones, al comprobar
la equivalencia de circuitos combinacionales en funcién del niumero de entradas.

| Tiempo (ms)
7 entradas | ¢, 1 clico  Satisfacibilidad
1 15 36
5 930 37
6 2260 40
7 5670 a1
8 12200 42
9 29340 43
10 65480 15

5.6.2. Regresion lineal

En estadistica, los métodos de regresion estudian la construccion de modelos
para representar la relaciéon entre una variable dependiente y un conjunto de
variables explicativas. Un modelo de regresion lineal [MPV21] puede ser descrito
mediante la siguiente ecuacién:

y:60+51331+"'+6n1'n+6 (52)

donde fy,..., 0B, son parametros fijos desconocidos, x1,...,x, son variables
explicativas (no estocésticas) y € es una variable aleatoria inobservable.
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En aplicaciones practicas disponemos de una muestra de observaciones de
estas variables, y el modelo anterior sugiere que la relacién entre estas se satisfa-
ce para cada una de las observaciones correspondientes [NKNW96|. La ecuacion
5.2 indica que la variable aleatoria y se genera como combinacién lineal de las
variables explicativas, salvo en una perturbacion aleatoria e. El problema que
abordamos es el de estimar los pardametros desconocidos [y, ..., 3,. Para ello
contamos con una muestra de k observaciones de la variable aleatoria y y de
los correspondientes valores de las variables explicativas x;. Debemos encon-
trar entonces aquellos valores de By, ..., 3, que hagan minimos los errores de
estimacion.

Ejemplo 5.12. Un viejo estudio [Pie46] midi6 la frecuencia de chirridos (pul-
sos por segundo) de los grillos 15 veces, a diferentes temperaturas. En la tabla
5.4 se muestran los datos resultantes, donde la primera columna representa la
temperatura en grados centigrados y la segunda columna representa el nivel de
ruido en decibelios. Se quiere estudiar la relacion existente entre la temperatura

Tabla 5.4: Conjunto de datos del estudio [Pie46].

Temp. Ruido Temp. Ruido Temp. Ruido
20.00  88.59 15.50  75.19 15.00  79.59
16.00  71.59 14.69  69.69 1720  82.59
19.79  93.30 17.10  82.00 16.00  80.59
18.39  84.30 15.39  69.40 17.00  83.50
17.10  80.59 16.20  83.30 1439  76.30

y el nivel de ruido generado por los grillos. Utilizando estos datos para crear un
modelo de regresiéon, obtenemos —mediante el método de los minimos cuadra-
dos”— la recta y = 25.23 + 3.29x mostrada en la figura 5.7 junto al diagrama de
dispersion de los datos.

Implementacion

Expresaremos el modelo de regresiéon como un programa SFASILL con una
dnica regla que codifica la ecuaciéon 5.2 mediante la combinacion de las conecti-
vas |add ¥ Qe del reticulo conformado por la recta real extendida R (véase el
apéndice A.3), donde los parametros 3; seran originalmente constantes simbo-
licas:

Y(@1, ) & BY add Qumat (B 21) ladd -+ add @rat (B, 20).

Este predicado recibe como entradas n variables explicativas y se evaliia con un
grado de verdad que es combinacién lineal de estas entradas. Para encontrar los
parametros §; que mejor se ajustan a los datos que tenemos, calibraremos este
programa introduciendo un caso de prueba por cada muestra del conjunto de

7Técnica numérica que minimiza la suma de las diferencias al cuadrado de un conjunto de
pares.
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Figura 5.7: Diagrama de dispersion del conjunto de datos del estudio [Pie46].

datos, donde el valor de la variable dependiente sera el grado de verdad esperado
del caso de prueba.

Ejemplo 5.13. Calibremos el modelo de regresiéon mostrado en el ejemplo 5.12.
Dado que el conjunto de datos tiene tnicamente una variable explicativa (la
temperatura) el programa tendra dos constantes simbolicas:

chirps(Temperature) <- #b0 |add @mul(#bl, Temperature) .

Cada muestra del conjunto de datos (véase la tabla 5.4) se convierte en un caso
de prueba, obteniéndose asi el siguiente conjunto de casos de prueba:

88.6 -> chirps(20.0). 71.6 -> chirps(16.0). 93.3 -> chirps(19.8).
84.3 -> chirps(18.4). 80.6 -> chirps(17.1). 75.2 -> chirps(15.5).
69.7 -> chirps(14.7). 82.0 -> chirps(17.1). 69.4 -> chirps(15.4).
83.3 -> chirps(16.2). 79.6 -> chirps(15.0). 82.6 -> chirps(17.2).
80.6 -> chirps(16.0). 83.5 -> chirps(17.0). 76.3 -> chirps(14.4).

Tras ejecutar el proceso de calibrado basado en satisfacibilidad, el sistema FA-
SILL reporta la sustitucion simbolica © = {87 /42.92, 57 /2.28} con una desvia-
cion de 43.23:

substitution: {#b0/42.92, #b1/2.28}
deviation: 43.23

Podemos observar que los valores Sy = 42.92 y 1 = 2.28 no son los mismos que
los obtenidos en el ejemplo 5.12. Esto es debido a que en el ejemplo anterior
se ha minimizado la distancia utilizando el error cuadrético medio, mientras
que aqui se ha utilizado el error absoluto medio, que es la nocién de distancia
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que hemos definido en el reticulo asociado a este programa. En la figura 5.8
se muestra la recta y = 42.92 4 2.28x junto al diagrama de dispersion de los
datos, donde la linea discontinua representa el modelo actual y la linea continua
representa el modelo del ejemplo 5.12.

14 16 18 20

temperatura (°C)

Figura 5.8: Modelo de regresion lineal del ejemplo 5.13.

Resultados experimentales

Dado que los elementos del reticulo real no estan acotados en un intervalo,
resulta complicado escoger una muestra representativa de los mismos adecuada
para un problema de regresiéon y, aunque fuese posible, el algoritmo de calibrado
simbolico de FASILL no seria capaz de resolver estos problemas en un tiempo
razonable (si se desea un resultado suficientemente preciso), puesto que tendria
que evaluar una gran cantidad de sustituciones simbolicas. Por lo tanto, en el
siguiente experimento inicamente medimos el tiempo de ejecucion de la técnica
de calibrado basada en satisfacibilidad con Z3 al calibrar diversos problemas
de regresion, variando el nimero de casos de prueba y el ntimero de variables
explicativas.

En la tabla 5.5 se resumen las medias de los tiempos de ejecucion (en segun-
dos) del algoritmo de calibrado basado en satisfacibilidad tras 10 ejecuciones,
al ajustar modelos de regresion variando el namero de variables explicativas de
los mismos y el ntimero de casos de prueba. La figura 5.9 ilustra la comparacion
de estos tiempos de ejecuciéon. Observamos que tanto el incremento de variables
explicativas como el incremento de casos de prueba suponen un crecimiento ex-
ponencial del tiempo de ejecuciéon del algoritmo de calibrado en Z3, siendo més
determinante el nimero de variables explicativas del modelo que el nimero de
casos de prueba.
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Tabla 5.5: Tiempo medio de ejecucion (en segundos) del algoritmo de calibrado
basado en satisfacibilidad en Z3 para regresion lineal en funcion del ntimero de
variables explicativas y del namero de casos de prueba (k).

1 Tiempo (s)
1o 2s 3z 4z 5z
20 0.35 1.55 6.27 11.38 33.48

30 | 2.22 6.45 27.05 49.40 72.34

40 | 6.01 25.32 107.68  165.52 378.15
o0 | 14.04 43.60  184.35  583.45 1547.56
60 | 29.80 150.85 619.22  1094.20  3319.37
70 | 40.30  213.32 794.55  2452.84  7532.63
80 | 51.08  311.07 1058.35 4261.00  17317.25
90 | 106.15 625.05 1658.60 7688.81  40313.90
100 | 215.10 874.47 3189.72 11204.84 85873.49

tiempo de ejecucion (h)
—
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Figura 5.9: Comparacion de los tiempos de ejecucion del algoritmo de calibrado
basado en satisfacibilidad ajustando modelos de regresion lineal.

5.6.3. Redes neuronales

Una red neuronal artificial [Bis94] es una funciéon matematica concebida
como un conjunto de neuronas, usualmente organizadas por capas, donde cada
neurona recibe entradas y produce una tnica salida que puede ser enviada a
multiples neuronas. La salida de la k-ésima neurona se define como una suma
ponderada de sus entradas x1, ..., Zy:

k= f <Z wkﬁi) (5.3)
i=0
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Figura 5.10: Diagrama de un modelo de neurona artificial.

|

donde f es una funcién de activacion (que normalmente no es lineal). La figura
5.10 ilustra el modelo de una neurona artificial. Al igual que en el problema
anterior, en la practica disponemos de una muestra de observaciones con las
entradas y el resultado esperado para las mismas, donde el objetivo es ajustar
los pesos y las funciones de activacion de la red para mejorar la precision de sus
resultados.

Ejemplo 5.14. La siguiente red neuronal, que toma dos entradas y se compone
de tres nodos organizados en dos capas, implementa la funcién de verdad de la
conjuncién logica.

715

- \-15
9@ —-0.5 @

Aqui, los nodos de la primera capa utilizan la funcién de activacion logistica
S :R — [0,1] y el nodo de la segunda capa utiliza la funcién de activacion de
escalon unitario H : R — {0, 1}, donde:

1 1 si >0
14 e2’ H(x)_{O si <0

Por ejemplo, para las entradas x; = x5 = 1, la red neuronal produce la salida
y =1

H(-15-8(1-(-1.5)+1-(-15))4+0.5-5(1-(-0.5)+1-(-0.5))) =
H(-15-8(-3)4+0.5-5(-1)) ~

H(—1.5-0.0474 + 0.5 - 0.2689) =~

H(0.0633) =1

—> 1 AN X2

S(z) =

mientras que para cualquier otra combinacion de las entradas 1,22 € {0,1}
produce la salida y = 0.
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Implementacion

Expresaremos la red neuronal como un programa SFASILL, donde el nodo k-
ésimo de la capa j se codifica como una regla y(; ») que modela la ecuacién 5.3
mediante la combinacion de las conectivas |qqq ¥ @y del reticulo conformado
por la recta real extendida R (véase el apéndice A.3), donde los pesos W k,i)
y las funciones de activacién f; serdn originalmente constantes simboélicas. Los
nodos de la primera capa utilizan las entradas como grados de verdad:

Ya,k) (1‘1, ceey zn) — @3%1 (@m,ul(wﬁ7k71)7 931) |add s |add @mul(wﬁvk’n)v xn))

mientras que los nodos del resto de capas invocan a los predicados que codifican
los nodos de la capa anterior, pasando las entradas como argumentos hasta los
nodos de la primera capa:

Y(i,k) (T1,. 5 Tn) @?j (@mul(w$7k,1)a Z/(jfl,l)(xlv s Tn))

‘add e |add @mul(fwé’k’m)a y(j—l,m) (xh cee 71.71)))

Ademas de las conectivas |qqq ¥ @i, equipamos el reticulo con un amplio
repertorio de agregadores que acttian como funciones de activacién, cuyas fun-
ciones de verdad se resumen en la figura 5.11. Para encontrar los parametros
Wk, ¥ las funciones de activacion f; que mejor se ajustan a los datos, cali-
braremos este programa introduciendo un caso de prueba por cada muestra del
conjunto de datos.

1

F@sigmoid(x) - m F@softplus(m) = ln(l + ew)
0 ifz<O 0.0l1z ifx<0

F@T'elu(x) = { z ifx > 0 F@leaky_relu(x) = { T if 2 > 0

1 1 ifx=0
F@softsign(x) = m F@sinusoid(x) = { szr;(ac) if x £ 0
Faarctan (1') = arctcm(x) Fatann (l’) = tcmh(x)

1 ifz>0

F@binary(x) = { 0 ifz < 0 F@identity(x) =T

Figura 5.11: Funciones de verdad asociadas a las funciones de activacion utili-
zadas en redes neuronales.

Ejemplo 5.15. Considérese la red neuronal mostrada en el ejemplo 5.14 que
modela la conjuncion légica. Supongamos que queremos modificar su compor-
tamiento para modelar otra puerta logica, por ejemplo, la disyunciéon exclusiva.
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Dado que la red neuronal tiene tres nodos organizados en dos capas, el programa
SFASILL se compone de tres reglas:

node_1_1(X1, X2) <- #0f ((Omul (#wl, X1) |add @mul (#w2, X2))).
node_1_2(X1, X2) <- #@f ((Gmul (#w3, X1) |add @mul (#wd, X2))).
node_2_1(X1, X2) <- @binary((

O@mul (#w5, node_1_1(X1, X2)) |add

Omul (#w6, node_1_2(X1, X2)))).

Para especificar el comportamiento deseado introducimos un caso de prueba
para cada posible combinacién de entradas de esta puerta logica:

0.0 -> node_2_1(0.0, 0.0). 1.0 -> node_2_1(0.0, 1.0).
1.0 -> node_2_1(1.0, 0.0). 0.0 -> node_2_1(1.0, 1.0).

Tras ejecutar el proceso de calibrado simbélico, considerando los grados de ver-
dad {—1.5,—0.5,0.5,1.5} como posibles valores de los elementos simbolicos, el
sistema FASILL reporta la sustitucion simbolica © = {w? / — 1.5, w¥ /1.5, w? / -
0.5, wf/ — 0.5,w?/0.57w?/ — 1.5, @?/@gaussian} con un error de 0.0.

substitution: {#wl1/-1.5, #w2/1.5, #w3/-0.5,
#w4/-0.5, #w5/0.5, #w6/-1.5, #@f1/@gaussian}
deviation: 0.0

En [MPR19b| presentamos un ejemplo mas amplio de calibrado de redes
neuronales, donde estudiamos el proceso de calibrado de una red neuronal pre-
viamente entrenada para la clasificacion de flores de Iris [Fis36].

5.6.4. La web semantica

La web seméntica [BLHLO1] es una extension de la web enfocada al desarro-
llo de estandares y tecnologias para la publicacién y consulta de datos legibles
por aplicaciones informaticas. RDF (acronimo de «marco de descripcion de re-
cursos») proporciona un modelo de datos simple para expresar declaraciones
utilizando tuplas de la forma (sujeto, predicado,valor). Un conjunto de sen-
tencias RDF utiliza un vocabulario particular que define las propiedades y los
tipos de datos que son significativos para la aplicacion en cuestiéon. Por otro
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lado, SPARQL es un lenguaje de consulta de RDF —esto es, un lenguaje de con-
sulta seméntica para bases de datos— capaz de recuperar y manipular datos
almacenados en formato RDF [SET09].

Ejemplo 5.16. SPARQL permite el acceso a informacion disponible en la web a
través de diversas plataformas, como DBpedia,® que proporciona acceso a toda
la informacion de Wikipedia. La siguiente consulta SPARQL extrae el nombre
y las estadisticas de los jugadores de béisbol pertenecientes a los Toronto Blue
Jays (excluyendo a los lanzadores) ordenados ascendentemente por nombre:

SELECT DISTINCT ?name ?batting ?homeruns ?runs WHERE {
?player a dbo:BaseballPlayer ;
foaf:name 7name ; dbo:team 7team;
dbo:position 7position ; dbp:statlvalue 7batting ;
dbp:stat2value 7homeruns ; dbp:stat3value 7runs .
FILTER(7team = dbr:Toronto_Blue_Jays
&& 7position != dbr:Pitcher
&& 7position != dbr:Coach_\(baseballl))
} ORDER BY ASC(7name)

En la tabla 5.6 se muestran los jugadores recuperados de DBpedia mediante
esta consulta.

Tanto RDF como SPARQL han sido disenados para consultar informacién
clara y precisa. No obstante, algunos contextos requieren tratar con incertidum-
bre. Con este objetivo se disen6 el lenguaje de consulta FsA-SPARQL [ABM17,
AJBTM18], una extension de SPARQL que permite trabajar con predicados di-
fusos y agregar grados de verdad mediante conectivas difusas [AJBTMR21]. En
[AJBTMR19] diseniamos una herramienta capaz de compilar las consultas Fsa-
SPARQL a FASILL con el fin de aplicar las técnicas de calibrado de FASILL sobre
las consultas FSA-SPARQL. Posteriormente, en [AJBTMR22| hemos extendido
esta herramienta para calibrar también automaticamente los conjuntos difusos
de los atributos difusos asociados a los conjuntos de datos consultados.

Ejemplo 5.17. Podemos exportar los resultados extraidos de la consulta mos-
trada en el ejemplo 5.16 en formato JSON e importarlos en FSA-SPARQL di-
fuminando los datos de las estadisticas de los jugadores. La siguiente consulta
FsA-SPARQL extrae los jugadores de béisbol mejor considerados por encima de
0.6, donde este criterio es computado como la media aritmética entre tener una
media de bateo muy alta y haber impulsado un alto namero de carreras:

PREFIX sn:<http://sn.org#>
PREFIX f:<http://www.fuzzy.org#>
PREFIX 1l:<http://www.lattice.org#>
SELECT ?7name 7rank WHERE {
sn:root sn:list 7player .
?player sn:name 7name .

8http://wiki.dbpedia.org
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?player f:type (sn:batting f:high 7batting)

?player f:type (sn:runs f:high ?runs)
BIND(1:WMEAN(O.5, 1:VERY(?7batting), ?runs) as ?rank)
FILTER(?rank > 0.6)

En esta consulta, la media de bateo y las carreras impulsadas son atributos
difusos, mientras que el nombre es un atributo clasico. En la tabla 5.7 se mues-
tran los jugadores recuperados mediante esta consulta. Por ejemplo, bajo este
criterio, Bo Bichette es un buen jugador con un grado de verdad de 0.69.

El objetivo ahora es calibrar este tipo de consultas difusas para seleccionar
los grados de verdad y las conectivas méas adecuadas en base a informacion previa
proporcionada por el usuario, como podria ser el valor de verdad esperado para
determinados jugadores ante la consulta mostrada en el ejemplo 5.17.

Tabla 5.6: Respuesta a la consulta SPARQL del ejemplo 5.16.

Nombre Media de bateo Jonrones Carreras impulsadas
Aledmys Diaz 0.271 62 231
Alejandro Kirk 0.259 9 27
Billy McKinney 0.215 27 68
Bo Bichette 0.301 45 146
Casey Candaele 0.25 11 139
Cavan Biggio 0.235 31 103
Charlie Montoyo 0.4 0 3
Danny Jansen 0.212 33 99
Dante Bichette 0.299 274 1141
Dave Hudgens 0.143 0 0
Derek Fisher 0.195 17 53
George Springer 0.269 196 508
Jestis Figueroa 0.253 1 11
Joshua Palacios 0.2 0 4
Lourdes Gurriel Jr. 0.282 63 202
Luis Rivera 0.233 28 209
Mallex Smith 0.255 13 114
Mark Budzinski 0 0 0
Mike Ohlman 0.231 3 0
Nevin Ashley 0.1 0 1
Otto Lopez 0 0 0
Randal Grichuk 0.245 156 439
Reese McGuire 0.248 9 26
Sal Butera 0.227 8 76
Santiago Espinal 0.301 2 23
Teoscar Hernandez 0.26 108 303

Vladimir Guerrero Jr. 0.289 72 213
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Tabla 5.7: Respuesta a la consulta FSA-SPARQL del ejemplo 5.17.

Nombre Rango

Dante Bichette 0.9950125
George Springer 0.8570125
Randal Grichuk 0.7628125

Vladimir Guerrero Jr. 0.7265300
Teoscar Hernandez 0.7183347

Bo Bichette 0.6919368
Lourdes Gurriel Jr. 0.6796065
Aledmys Diaz 0.6691934

Implementacion

En la extension difusa de RDF, los conjuntos difusos son representados me-
diante clases RDF y el grado de pertenencia de un elemento al conjunto difuso
es anotado mediante una propiedad RDF y un grado de pertenencia. Por ejem-
plo, ?player f:type (sn:batting f:high ?batting) se refiere al grado de
pertenencia del jugador al conjunto difuso “alto” de la propiedad RDF “media
de bateo”. En general, un elemento dado puede pertenecer a un mismo conjunto
difuso con diferentes grados de pertenencia respecto a diferentes atributos. En
esencia, FSA-SPARQL es una extension de SPARQL que permite consultar con-
juntos de datos RDF difusos. Las tuplas RDF difusas pueden ser traducidas a
tuplas RDF estandares siguiendo la transformacion definida en [AJBTMR22].
En la practica los datos carecen de una componente (explicita) difusa. Por esta
razon proveemos un mecanismo que nos permite difuminar los conjuntos de da-
tos clasicos. En términos generales, un valor numérico puede considerarse “alto”,
“medio” o “bajo” para una propiedad determinada. En [AJBTMR22], propone-
mos el uso de funciones trapezoidales para modelar las funciones de pertenencia
debido a su alta generalidad y simplicidad. Tal y como se muestra en la figu-
ra 5.12, la funcién de pertenencia de un conjunto difuso A definido como un
trapezoide depende de cuatro parametros (a, b, ¢ y d), y verifica la siguiente
formula:

0 si z<a
(x—a)/(b—a) si a<z<b
palz)=4q 1 si b<z<c (5.4)
(d—x)/(d—¢c) si c<x<d
0 si d<u

Esta funcion es codificada en Prolog como un agregador del reticulo asociado a
los programas FASILL de la siguiente manera.

agr_trapezoidal(A~~T, _B~~T, _C~~T, D~~T, X~~T, 0°°T) :-
X <A ; X>D.
agr_trapezoidal(A~~T, B~~T, _C~~T, _D~°T, X~°T, Y°°T) :-
A=< X, X=<B, (B-A=:=0->Y=1; Y is (X-A)/(B-4)).
agr_trapezoidal(_A~"T, B~"T, C~°T, _D~°T, X~°T, 1~°T) :-
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KA pa ra
1 1 1
bajo medio A alto
0 C d X 0 a b C d X 0 a b X

Figura 5.12: Conjuntos difusos basados en una funcién de pertenencia trapezoi-
dal.

B =< X, X =<C.
agr_trapezoidal(_A~"T, _B~"T, C~~T, DT, X~°T, Y~°T) :-
C=<X,X=<D, D-C=:=0->Y=1,;Yis (D-X)/(D-C)).

Como indicamos anteriormente, consideraremos tres conjuntos difusos (“al-
t0”, “medio” y “bajo”) para cada atributo numeérico. El problema de calibrado
consistira en buscar los 4 parametros de las correspondientes funciones de per-
tenencia trapezoidales que definen los limites superiores e inferiores de cada
trapecio, que representaremos aqui como valores simbolicos etiquetados como
1#, 1s#, us? y ul#. El proceso de calibrado de FASILL se ejecuta manipulando
directamente la representacion de las tuplas RDF. Concretamente, para cada
atributo numeérico y para cada conjunto difuso (por ejemplo, para la media de
bateo alta del jugador Vladimir Guerrero Jr. que es el jugador nimero 26 con-
siderado en los datos extraidos de DBpedia) se genera un hecho FASILL de la
siguiente forma:

rdf ('http://sn.orghroot&26http://sn.org#batting_high',
'http://www.fuzzy.org#truth', TD) :-
Otrapezoidal (#11_batting_high, #ls_batting_high,
#us_batting_high, #ul_batting_high) on TD.

Asi, el proceso de calibrado de un conjunto difuso consiste en seleccionar algunos
elementos del conjunto y establecer un grado de pertenencia esperado para los
mismos.

Ejemplo 5.18. Consideremos la consulta FSA-SPARQL mostrada en el ejemplo
5.17. Para poder ejecutar dicha consulta, antes ha sido necesario difuminar los
atributos numéricos “media de bateo”, “jonrones” y “carreras impulsadas” del
conjunto de datos extraido de DBpedia. Centrémonos en el atributo “jonrones”.
Observando los datos vemos que Dante Bichette ha anotado 274 jonrones, lo
que nos parece una cantidad alta con un grado de pertenencia de 0.9, media con
un grado de pertenencia de 0.2 y baja con un grado de pertenencia de 0. Esto

genera los siguientes tres casos de prueba:

0.0""_ -> @trapezoidal(0~~_, 0~~_, #ul_homeruns_low,
#us_homeruns_low, 274~"_).
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0.2""_ -> @trapezoidal (#11_homeruns_medium, #ls_homeruns_medium,
#ul_homeruns_medium, #us_homeruns_medium, 274~"_).

0.9""_ -> @trapezoidal (#11_homeruns_high, #ls_homeruns_high,
274~~_, 274~"_, 274~"_).

Tras introducir algunos casos de prueba mas (basados en los datos de la tabla
5.6) establecemos cinco elementos equidistantes en el intervalo [0,274] como
posibles valores para las funciones de pertenencia de los conjuntos difusos y
ejecutamos el proceso de calibrado en FASILL. Esto genera los conjuntos difusos
mostrados en la figura 5.13 para el atributo “jonrones”.

Hna
1

bajo medio : alto

68.5 137 205.5 974 X

Figura 5.13: Conjuntos difusos para el atributo “jonrones”.

Las consultas FSA-SPARQL pueden ser compiladas a reglas FASILL, y las
tuplas RDF difusas —que se compilan a tuplas RDF estandares— se expresan
trivialmente como hechos del predicado rdf/3. Los detalles concretos de la
transformacion se describen en [AJBTMR19]. Esto permite calibrar las con-
sultas FSA-SPARQL para encontrar los valores y conectivas mas apropiados para
una consulta.

Ejemplo 5.19. La consulta FSA-SPARQL mostrada en el ejemplo 5.17 se traduce
al siguiente programa FASILL.

query(Name, Rank) :-

rdf ('http://sn.org#root', 'http://sn.org#list', A),

rdf (A, 'http://sn.org#name', Name),

rdf (A, 'http://wuw.fuzzy.org#type', C),

rdf (C, 'http://www.fuzzy.org#onProperty',
'http://sn.org#batting'),

rdf (C, 'http://www.w3.org/1999/02/22-rdf-syntax-ns#type',
'http://www.fuzzy.org#high'),

rdf(C, 'http://wuw.fuzzy.org#truth', E),

rdf (A, 'http://www.fuzzy.orghtype', D),

rdf (D, 'http://www.fuzzy.org#onProperty',
'http://sn.org#runs'),

rdf (D, 'http://www.w3.org/1999/02/22-rdf-syntax-ns#type',
'http://www.fuzzy.orghthigh'),

rdf (D, 'http://www.fuzzy.org#truth', H),
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J = 0.5""'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal ',
'http://www.lattice.org#VERY' (E, G),
'http://www.lattice.org#WMEAN' (J, G, H, Rank),

{ Rank > 0.6~ 'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal' }.

A esta regla que codifica la consulta original hay que anadirle las tuplas RDF
difusas y las definiciones de las conectivas difusas y los operadores de FsA-
SPARQL. Las conectivas y los operadores se traducen como reglas que evalian
una conectiva (utilizando la correspondiente definicion del reticulo descrito en
el anexo A.4) y devuelven el resultado como un término mediante el predicado
incorporado on/2.

'http://www.lattice.org#WMEAN' (W,X,Y,Z) :- Q@umean(W,X,Y) on Z.

Ademas, por cuestiones de eficiencia, es conveniente desactivar los pasos de fallo
de la seméantica operacional de FASILL mediante la directiva

:- set_fasill_flag(failure_steps, false).

Si ejecutamos el objetivo difuso G = (query(z,v) & v) en el sistema FASILL,
obtenemos las respuestas computadas difusas que se corresponden con las res-
puestas de la tabla 5.7. Supongamos que no estamos conformes con los resultados
de la consulta, ya que consideramos que Bo Bichette y Vladimir Guerrero Jr.
deberfan tener un grado de verdad més alto. Podemos modificar la consulta
original para introducir un peso simbélico w# en la media ponderada y una
conectiva simbolica @fp en lugar del modificador lingiifstico @y eyy:

BIND(1:WMEAN('#w', 1:APP('#Qop', 7batting), ?runs) as 7rank)

Ahora introducimos los casos de prueba para los jugadores mencionados:

0.95""_ -> query('Bo Bichette', TD) & TD.
0.90""_ -> query('Vladimir Guerrero Jr.', TD) & TD.
Considerando los valores {0.0,0.1,...,0.9,1.0} para los valores simbolicos, el

calilbrado reporta la siguiente sustitucion simbdlica.

substitution: {#w/0.9, #@op/@more_or_less}
deviation: 0.04

Para facilitar el proceso de calibrado de los conjuntos difusos, asi como la
ejecucion y el calibrado de las consultas FSA-SPARQL, en [AJBTMR22] hemos
desarrollado una aplicaciéon en linea accesible desde la URL https://dectau.
uclm.es/floper/tuning-social-networks, que permite cargar conjuntos de
datos en formato JSON y realizar de forma transparente al usuario todas estas
acciones. La herramienta ha sido especialmente disefiada para el anélisis y la
gestion flexible de informacién recuperada de redes sociales en tiempo real.
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5.7.

Conclusiones

En este capitulo hemos presentado la técnica de calibrado automatico de
programas logicos difusos y hemos disenado diversos algoritmos para calibrar
programas simbolicos, que hemos implementado en nuestro sistema FASILL. Ade-
mas, hemos mostrado su aplicacién practica en distintos dominios de interés.
Los propositos de este capitulo se enumeran a continuacién.

(1)

Hemos introducido el concepto de calibrado de programas logicos difusos,
que consiste en la biisqueda automatica de la mejor sustitucion simbolica
para un programa en funciéon de un conjunto de casos de prueba introdu-
cidos por el usuario y que estan formados por un objetivo y un grado de
verdad esperado para el mismo.

Hemos descrito un algoritmo de calibrado béasico que no hace uso de la
semantica operacional de la extension simbélica de FASILL. Este método de
calibrado aplica cada sustitucion simbolica sobre el programa SFASILL para
obtener un programa FASILL ordinario, y después calcula las respuestas
computadas difusas para los objetivos de los casos de prueba.

En el capitulo anterior vimos que, bajo determinadas condiciones, los pasos
de éxito y de fallo realizados en una derivaciéon para un objetivo simbélico
son siempre los mismos, con independencia de las sustituciones simboli-
cas aplicadas. A partir de esta observacion hemos disenado un algoritmo
de calibrado simboélico que mejora la eficiencia del método de calibrado
bésico, al calcular primero las respuestas computadas difusas simbolicas
para los objetivos de los casos de prueba, y aplicar después cada una de
las sustituciones simbolicas para realizar los tltimos pasos interpretativos.
De este modo, el método de calibrado simbdlico realiza menos pasos de
computacion que el método de calibrado basico, mejorando notablemente
su eficiencia.

A partir del método de calibrado simbolico hemos disenado una mejora
del mismo que permite agrupar automéaticamente las constantes simbo-
licas del programa en conjuntos disjuntos en funcién de sus ocurrencias
en las respuestas computadas difusas simbolicas para los casos de prueba.
Esto permite dividir el proceso de calibrado en varios subproblemas de ca-
librado méas pequenos, que reportan los mismos resultados que el problema
original, pero que mejoran significativamente la eficiencia al considerar un
menor nimero de sustituciones simboélicas.

Aunque el método de calibrado simbolico permite disefiar algoritmos mas
eficientes al realizar menos pasos de computacion y al considerar menos
sustituciones simboélicas, hemos visto que cuando el programa contiene
constantes simbolicas en la relacion de similitud es posible que el método
de calibrado simbolico descarte la mejor sustitucion simboélica al conside-
rarla insegura.
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(6) Haciendo uso de la seméantica operacional de la extension simbolica de FA-
SILL, hemos descrito un algoritmo de calibrado basado en satisfacibilidad,
que delega la busqueda de la mejor sustituciéon simbodlica a una herra-
mienta externa de satisfacibilidad modulo teorias (en concreto, el popular
resolutor Z3). Para ello, el sistema FASILL calcula las respuestas compu-
tadas difusas simbélicas de los casos de prueba y expresa el problema de
calibrado como un problema de optimizacién en el que dnicamente hay
que evaluar L-expresiones y minimizar la desviaciéon de las mismas con
respecto a los valores esperados para los casos de prueba.

(7) Hemos implementado las técnicas de calibrado en el sistema FASILL y
descrito su implementaciéon de alto nivel en Prolog. En particular, hemos
incorporado el método de calibrado basico, el método de calibrado simboli-
co (disjunto) y el método de calibrado basado en satisfacibilidad (con Z3).
Ademés, todas las técnicas de calibrado implementadas pueden ejecutarse
en la herramienta web.

(8) Hemos diseniado una serie de experimentos para comparar los distintos
métodos de calibrado. Como era de esperar, hemos observado que cuanto
mas largas son las derivaciones de los objetivos de los casos de prueba,
y cuantas més sustituciones simboélicas consideremos, mas ganancia se
obtiene en el método de calibrado simbolico frente al método de calibrado
basico.

(9) Hemos aplicado las técnicas de calibrado a problemas no triviales, como
la comprobacién de la equivalencia de circuitos combinacionales, el apren-
dizaje automatico (regresion lineal y redes neuronales) y la web semantica
(con aplicaciones en la gestion flexible de bases de datos, redes sociales,
etcétera). Hemos observado que en funcion de la naturaleza del problema,
es mas conveniente un método de calibrado u otro. Por ejemplo, el método
de calibrado basado en satisfacibilidad es mucho més eficiente a la hora
de comprobar la equivalencia de circuitos combinacionales, y es més con-
veniente para regresion lineal ya que no requiere considerar una muestra
de los valores del reticulo. Sin embargo, no es aconsejable para problemas
como el calibrado de consultas FSA-SPARQL, ya que Z3 no es completo
para la optimizacién de objetivos no lineales.

(10) Respecto a las consultas FSA-SPARQL, hemos mostrado cémo es posible
utilizar el calibrado a dos niveles. En primer lugar hemos difuminado los
atributos numeéricos de los conjuntos de datos RDF, calibrando los con-
juntos difusos de dichos atributos. En segundo lugar hemos calibrado las
propias consultas FSA-SPARQL compildandolas previamente a FASILL, y
calibrando los predicados resultantes.

Es importante destacar que los resultados sobre la extensiéon simbodlica de
FASILL dados en el capitulo anterior no solo han favorecido el diseno de algorit-
mos de calibrado més eficientes en el propio sistema FASILL, sino que ademéas nos
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han permitido que el proceso de optimizacion (la bisqueda de la mejor sustitu-
cion simbolica) se desvincule totalmente de la seméntica operacional de FASILL
una vez calculadas las respuestas computadas difusas simbodlicas. Gracias a esto
hemos sido capaces de combinar las técnicas de calibrado con los resolutores de
satisfacibilidad.
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Capitulo 6

Desplegado de programas
l6gicos difusos

El desplegado es una técnica de transformaciéon automatica de programas,
que ha sido ampliamente utilizada en varios marcos declarativos para mejorar la
eficiencia de los mismos. La transformacion de desplegado clasica se basa en la
aplicacion de pasos de computacion sobre los cuerpos de las reglas del programa
y en la aplicacién de los unificadores sobre sus cabezas. Sin embargo, cuando
consideramos relaciones de similitud, la generaciéon y aplicacién prematura de
unificadores débiles en tiempo de desplegado puede destruir la correccién y la
completitud de la transformacion, tal y como mostramos en [MPR17, MR19a].
En este capitulo, siguiendo la linea de nuestra propuesta [JIMR22al, estudia-
mos como evitar el riesgo a la hora de desplegar programas FASILL imponiendo
algunas condiciones sobre los programas que pueden ser desplegados de forma
segura. Ademaés, demostramos que estas condiciones son suficientes para garan-
tizar la correccion de la transformacién de desplegado y presentamos algunos
experimentos realizados para medir la mejora de eficiencia producida por los
programas desplegados.

6.1. Motivaciéon y antecedentes

La transformacién de programas es un técnica tutil para derivar programas
correctos y eficientes por medio de la aplicacion de reglas de transformacion
elementales que mejoran la eficiencia del programa original en algin aspecto,
preservando su significado. Las transformaciones de plegado y desplegado, intro-
ducidas por primera vez en [BD77| para programas funcionales, son las técnicas
més bésicas y poderosas para un marco de transformaciéon de programas.

La regla de desplegado considerada originalmente en programacion logica
clasica |[Tam84] consiste en el reemplazamiento de una clausula C' del pro-
grama por el conjunto de clausulas obtenidas tras la aplicacion de un paso
de computacion, en todas sus posibles formas, sobre el cuerpo de C. En es-

137
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te contexto se han propuesto diversas aproximaciones a la regla de desplegado
[PP94, PP96, PP98], todas ellas similares a la original de H. Tamaki, aunque
en ocasiones se permite que la regla a desplegar y la regla desplegante pertenez-
can a programas distintos (dentro de la misma secuencia de transformaciones)
[PP94] o que varias reglas puedan ser desplegadas simultaneamente [LM88].

Ejemplo 6.1. Sea II el programa logico definido mostrado en el ejemplo 2.11 que
replicamos aqui por conveniencia utilizando la notaciéon usual de listas:

—_— { Cy: append([], z1,21) —
Cy:  append([z1|z2], x3, [x1]24]) < append(xs,xs,x4)

El desplegado clasico de la clausula Cy (respecto a las clausulas Cy y C5) en el
programa IT produce el siguiente programa logico definido:

Cy:  append([],z1,x1) —
II'=¢ Coq: append([z1], 2, [x1|22]) —
Cao: append([z1, xa|zs), x4, (21, 22|25]) <  append(zs, x4, x5)

Aunque la regla de desplegado aplicada en programacion logica pura es
simple, aparecen problemas cuando se consideran programas Prolog reales en
los que intervienen estructuras de control y otros predicados extralogicos. En
[Pre93, Sah93, PAHO5] se proponen distintas aproximaciones para eliminar la
mayoria de estos problemas y simplificar el proceso de desplegado en tales pro-
gramas.

En el contexto de la programacion logica difusa, la regla de desplegado clésica
fue adaptada a una variante difusa de la programacion logica en [JIMPOS5b].
Ademés, también ha sido adaptada al marco de la programacion logica multi-
adjunta en [JIMP05a, JIMP06, JIMM™ 13|, que cuenta con reticulos de grados
de verdad y unificacién sintactica pero carece de relaciones de similitud.

En cuanto a la fundamentacion teorica de la transformacion de programas,
el problema principal es determinar las condiciones bajo las cuales la técnica de
transformacion empleada es correcta y completa. Desde el punto de vista de la
seméantica operacional, correccion significa que las respuestas computadas por
el programa transformado son respuestas computadas también por el programa
original. La completitud se corresponde con el concepto inverso complementario
del anterior, es decir, que las respuestas computadas por el programa original
son respuestas computadas también por el programa desplegado. A lo largo de
este capitulo estableceremos los resultados de correccion y completitud de la
transformaciéon de desplegado para programas FASILL.

6.2. Transformacién de desplegado para progra-
mas FASILL

Comenzamos esta seccion adaptando de forma ingenua a FASILL la regla de
desplegado difuso originalmente definida en [JIMP05a] para MALP.
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Definiciéon 6.1 (Desplegado difuso basado en similitud, [JIMR22a]). Sea P =
(II, R, L) un programa FASILL. Dada una regla R : (H < B) € II con un
cuerpo no vacio, el desplegado de R en el programa P es el nuevo programa

P'=(Il',/R, L), donde II' = (Il — {R}) U{Ho + B’ | (B,id) ~ (B',0)}.
El siguiente ejemplo ilustra cémo desplegar programas FASILL en base a la
definicion previa.

Ejemplo 6.2. Sea Py = (Ilp, R, L) el programa FASILL mostrado en el ejemplo
3.1 cuyas reglas se enumeran a continuacion:

Ry : cheap(taxi) + 0.8
I, = Ry :  close(hydropolis, taxi) <« 0.7
Rs3: close(ritz, metro) +~ 09
Ry: good_hotel(x) —  Quper(Query(close(z,y)), cheap(y))

El desplegado de la regla Ry (respecto a las reglas Ry y R3) en Py lleva al
programa transformado P{ = (IIj), Ro, L), donde

Ry :  cheap(taxi) 0.8
Ry close(hydropolis, taxi) 0.7
I =< Rs: close(ritz,metro) 0.9

Ry2: good hotel(hydropolis) Qgper (Query (0.7), cheap(taxi))

@aver (@UeTy (09) s cheap(metro))

Tttt T

Rys: good_ hotel(ritz)

Tras un paso de desplegado podemos observar que el programa P lleva a las
mismas respuestas computadas difusas que el programa P, para un objetivo
como Gy = good__hotel(x):

D" < (good_hotel(x). id) e
(Qquer (Query (0.7), cheap(taxi)), {z/hydropolis}) ~ 5%
(Quper (Query (0.7),0.8), {z/hydropolis}) ke
(0.645, {x/hydropolis})

Aparte de esta, existe otra derivacion para el objetivo Gy con respuesta compu-
tada difusa (0.605, {x/ritz}). La figura 6.1 muestra el arbol de derivacion para
el objetivo Gy ejecutado en el programa original y en su version desplegada.

El ejemplo 6.2 ilustra que los programas desplegados producen derivaciones
més cortas a la vez que preservan las respuestas computadas difusas, como
buscamos. De hecho, partiendo de un programa inicial podemos construir una
secuencia de transformaciones donde cada programa FASILL en la secuencia se
obtiene por desplegado de una regla a partir del programa anterior.
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good hotel(X)
{X/X}

—

@aver(@very(close(Vve,v1l)),cheap(Vvl))
{X/ve}

- =

@aver(@very(e.7),cheap(taxi)) @aver(@very(©.9),cheap(metro))
{X/hydropolis} {X/ritz}

= =

@aver(@very(©.7),0.8) @aver(@very(0.9),&godel (0.4,0.8))
{X/hydropolis} {X/ritz}

©.645 0.685
{X/hydropolis} {X/ritz}

(a) Arbol de derivacion para Gy en Py.

good_hotel(X)
{X/X}

—

@aver(@very(0.7),cheap(taxi)) @aver(@very(0.9),cheap(metro))
{X/hydropolis} {¥/ritz}

@aver(@very(0.7),0.8) @aver(@very(0.9),&godel (0.4,0.8))

{X/hydropolis} {X/ritz}
©.645 0.605

{X/hydropolis} {x/ritz}

(b) Arbol de derivacion para Go en Pj.

Figura 6.1: Comparacion de los arboles de derivacion para la ejecucién de un
mismo objetivo en el programa original y en el programa desplegado.
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Ejemplo 6.3. Podemos seguir aplicando pasos de desplegado sobre el programa
Py obtenido por desplegado en el ejemplo 6.2. El desplegado de la regla Ry o (res-

pecto a la regla Ry) en P lleva al programa transformado 77(52) = (H(()z), Ro, L):

R, : cheap(taxi) +~ 08
Ry : close(hydropolis, taxi)  + 0.7
H(()z) =< Rj3: close(ritz, metro) +~ 09
Ryo21: good_hotel(hydropolis) < Qguer(Qyery(0.7),0.8)
Rys:  good_hotel(ritz) —  Quper(Query(0.9), cheap(metro))

Ahora, el desplegado de la regla Ry 3 (respecto a la regla Ry) en ’Péz) lleva al
programa transformado 7353) = (Hé?’), Ro, L):

Ry : cheap(taxi) +~ 038
Ry : close(hydropolis,taxi) <+ 0.7
H(()S) =¢ Rs: close(ritz, metro) «— 09
Ryo1: good_hotel(hydropolis) < Qguer(Qyery(0.7),0.8)
Ry31: good_hotel(ritz) —  Quper(Query (0.9), &goder(0.8,0.4))

Tras aplicar varios pasos de desplegado basados en pasos interpretativos, obte-
nemos el programa transformado ’P(gs) = (Hég),’Rm L):

Ry : cheap(taxi) +~ 08
Ry : close(hydropolis, taxi) < 0.7
Hgs) =< Rj3: close(ritz, metro) +~ 09
Ris14s: good_hotel(hydropolis) <+ 0.645
Ris1.4s: good_hotel(ritz) «— 0.605

En este punto no es posible aplicar mas pasos de desplegado sobre el programa
77(58), va que todas las reglas se han transformado en hechos. Es facil ver que
este programa lleva a las mismas respuestas computadas difusas que Py para el
objetivo Gy = good__hotel(x) en un solo paso de computacion (véase la figura
6.2).

Sin embargo, la transformacién de desplegado descrita en la definicién 6.1
para programas FASILL no es segura en general, en el sentido de que el pro-
grama desplegado no siempre lleva a las mismas respuestas computadas difusas
que el programa original, tal y como mostramos a continuacién. En particular,
encontramos dos fuentes de problemas de correccién y completitud: una debida
a las relaciones de similitud asociadas al programa y otra debida a la seméantica
de los pasos de fallo.
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good hotel(X)
{X/X}

]

0.645 0.605
{X/hydropolis} {x/ritz}

Figura 6.2: Arbol de derivacion para el objetivo Gy en ’Pég)

6.2.1. Problemas de correccion debidos a relaciones de si-
militud

El siguiente ejemplo, que considera un objetivo basico (sin variables), revela
un problema de correccion en la transformacion de desplegado al reportar dife-
rentes grados de verdad en las respuestas computadas difusas para el objetivo
ejecutado en el programa original y en el programa desplegado.

Ejemplo 6.4. Dado el objetivo G; = good _hotel(atlantis), las siguientes deri-
vaciones son posibles en los programas Py y P} mostrados en el ejemplo 6.2:

DT (good_hotel(atlantis), id) ~r
(Quyer (Qyery (close(atlantis, y1)), cheap(yr)), {y/vy1}) fé‘g
(Quver(Qyery (& goder (0.6,0.9)), cheap(metro)), {y/metro}) M?é
(Quver (Query (&goder (0.6,0.9)), & goder (0.4, 0.8)), {y/metro}) ~>3g
(0.38,{y/metro})

Dfé : {good_hotel(atlantis),id) il
(& gode1 (0.6, @ gyer (Qpery (0.9), cheap(metro))), id) ~ 8
< godel (067 @aver (@very (09>7 &godel (O4a 08)))a Zd) M?S
(0.6, id)

Aqui observamos que el programa original lleva a la respuesta computada difusa
(0.38,id) para el objetivo Gy, mientras que el programa desplegado lleva a la
f.c.a. (0.6,1id).

Intuitivamente, este problema surge cuando la transformacion de desplegado
liga una variable de la cabeza de la regla desplegada a un término que “contiene
similitudes”,! ya que el grado de similitud de dicho término no queda reflejado
en el mismo lugar en el programa original y en el programa desplegado cuando

1Esto es, el término contiene algiin simbolo que se relaciona con otros —con grado de
similitud distinto de L— en la relacién de similitud asociada al programa.
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la regla es invocada con un término similar. Mas ain, si la variable instanciada
aparece mas de una vez en el cuerpo de la regla desplegada, la similitud se
explota mas de una vez en el programa original, pero s6lo una vez en el programa
desplegado, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.5. Sea Py = (Ilp, R, L) el programa FASILL mostrado en el ejemplo
3.1. Considérese un nuevo programa P; = (II1, Ry, L), donde Ry = Rg y

IT; =y U{Rs : very_cheap(z) < cheap(x) &proa cheap(x)}.

El desplegado de la regla Ry (respecto a la regla R;) en el programa P; produce
el programa P; = (II}, R4, L), donde

I} =Ty U{Rs1 : very_cheap(taxi) + 0.8 &proa cheap(tazi)}.

Entonces, las siguientes derivaciones son posibles en Py y Pj para el objetivo
Go = very__cheap(bus):

DI (very_cheap(bus),id) Mgé
(&prod(cheap(bus), cheap(bus)), id) ”’}S%é
(&prod(&goder (0.8, 0.4), cheap(bus)), id) ”’}S%é
(&prod (& gode1 (0.8,0.4), & 4041 (0.8,0.4)),id) ~4g
(0.16, id)

D;D{ (very _cheap(bus),id) ggl
(& goder(0-4, &proa (0.8, cheap(taxi))),id) — ~ s
(&goder (0.4, &proa(0.8,0.8)), id) ~Tg
(0.4, id)

Como se observa en la derivaciéon del programa original, la similitud entre los
simbolos taxi y bus es explotada dos veces, mientras que en el programa des-
plegado solo se explota una vez al unificar el &tomo del objetivo con la cabeza
de la regla desplegada.

Este ejemplo refleja claramente que la transformacion de desplegado modifi-
ca la seméntica del programa original cuando intervienen relaciones de similitud.
Con el fin de definir una condicién suficiente para evitar este problema, intro-
ducimos algunos conceptos auxiliares.

Definiciéon 6.2 (Término limite, [JIMR22a]). Sea P = (II, R, L) un progra-
ma FASILL sobre un alfabeto . Un término limite se define inductivamente
conforme a las siguientes reglas:

(1) Toda variable es un término limite.

(2) Si a es una constante, tal que para cualquier simbolo b € ¥, R(a,b) = L
o R(a,b) = T, entonces a es un término limite.
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(3) Si f™(t1,...,tn) es un término, tal que para cualquier simbolo n-ario
g" € L, R(f"9") = L o R(f"g") =T,y t1,...,t, son términos li-
mite, entonces f™(t1,...,t,) también lo es.

Definiciéon 6.3 (Sustitucion limite, [JIMR22a]). Sea 6 una sustitucion. 6 es
una sustitucion limite si y solo si para todo término ¢ € ran(f), ¢ es un término
limite.

Ahora, podemos formular una condicion para desplegar programas FASILL de
forma segura con el fin de preservar la correccion de la transformacion al garan-
tizar que soélo los términos limite se pueden involucrar en tiempo de desplegado
a la hora de instanciar la cabeza de una regla desplegada.

Definicién 6.4 (Condicion de similitud limite, [JIMR22a]). Sea P = (II, R, L)
un programa FASILL, R : (H «+ B) € P una regla del programa, y P’ =
(I',R, L) el programa FASILL transformado tras el desplegado de la regla R en
el programa P: II' = (II — {R}) U{Ho < B’ | (B,id) ~ (B’,0)}. Decimos que
la regla R verifica la condicion de similitud limite si y solo si toda sustitucion
o verifica que o[vars(H)] es una sustitucion limite.

Ejemplo 6.6. Sea Py = (Ilp, R, L) el programa FASILL mostrado en el ejemplo
3.1, y P} = (I}, Ro, L) su version desplegada en el ejemplo 6.2. Considérese un
nuevo programa Py = (Ily, Ro, L), donde IIs = Iy y Ry es una modificacion
de Ry, donde los términos no-limite que causan problemas en el ejemplo 6.4
(ritz y atlantis) pasan a ser términos limite, Rq(ritz, atlantis) = 1.0. Notese
que Pq difiere ligeramente de Py, pero ahora la regla Ry preserva la condiciéon
de similitud limite. Sea P45 = (II}), Ra, L) el programa obtenido por desplegado
de la regla R4 en P5. Ahora, las siguientes derivaciones —que llevan a la misma
respuesta computada difusa— son posibles en Py y en Pj para el objetivo G; =
good__hotel(atlantis):

Df2: {good__hotel(atlantis),id) ’\”?fq
(Quper (Query (close(atlantis, y1)), cheap(yr)), {y/v1}) ~ 8
(Quver(Query (&goder(1.0,0.9)), cheap(metro)), {y/metro})  ~g%
(Quver (Qyery (&goder(1.0,0.9)), & goder(0.4,0.8)), {y/metro}) ~ig
(0.605, {y/metro})

Dfé: (good__hotel(atlantis),id) oo
(&godet (1.0, Qqyer (Qyery (0.9), cheap(metro))), id) ?fg
(&godel (1.0, Quer (Query (0.9), &goder (0.4, 0.8))), id) ~tg
(0.605, id)

Como se esperaba, cuando ritz y atlantis se convierten en términos limite, los
programas P, y P4 proporcionan las mismas respuestas computadas difusas
para el objetivo G;.
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6.2.2. Problemas de completitud debidos a pasos de fallo

El siguiente ejemplo revela un problema de completitud en la transforma-
cion de desplegado, al reportar diferentes grados de verdad en las respuestas
computadas difusas para un objetivo ejecutado en el programa original y en el
programa desplegado, cuando intervienen pasos de fallo en las derivaciones.

Ejemplo 6.7. Sean Py y P} los programas FASILL mostrados en el ejemplo 6.2.
Considérese el objetivo Gg = good _hotel(senator) en Py y Pj:

DI . (good_hotel(senator),id) ~r L
(Qaver (Query (close(senator, y1)), cheap(yr)), {y/y1}) ~rs
(@aver (Query (0.0), cheap(yr)), {u/v13) 55
(Qaver(Query (0.0),0.8), {y/tawi}) ~Ts
(0.4, id)

D;Df/’: (good__hotel(senator), id) PSS

(0.0, id)

Aqui observamos que el programa, original lleva a la respuesta computada difusa
(0.4,1d) para el objetivo G3, mientras que en el programa desplegado falla.

Este ejemplo pone de relieve que instanciar las cabezas de las reglas des-
plegadas, en general, puede provocar pasos de fallo prematuros en tiempo de
ejecucion. La siguiente condicién ayuda a prevenir esta situacion.

Definicion 6.5 (Condicion de preservacion de cabezas, [JIMR22a]). Sea P =
(I, R, L) un programa FASILL, R : (H < B) € P una regla del programa, y
P’ =(Il', R, L) el programa FASILL transformado tras el desplegado de la regla
R en el programa P: II' = (II-{R})U{Ho + B’ | (B,id) ~ (B’,0)}. Decimos
que la regla R verifica la condicidn de preservacion de cabezas si 'y solo si toda
cabeza Ho coincide (hasta renombramiento de variables) con H.

Ejemplo 6.8. Sea Py = (Ilg, R, L) el programa FASILL mostrado en el ejemplo
3.1. Considérese un nuevo programa Py = (II4, R4, L), donde Ry = Ry y Iy es
similar a Iy cambiando el orden de los 4tomos en la regla Ry:

Ry : cheap(taxi) +— 038
m, — Ry close(hydropolis,taxi) <+ 0.7
Rs . close(ritz, metro) «~ 09
Ry : good_hotel(x) —  Qgyer(cheap(y), Quepy(close(z,y)))

Entonces, el desplegado de la regla Ry (respecto a al regla R;) en el programa
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P4 lleva al programa transformado Pj = (II), R4, L), donde:

Ry :  cheap(tari) +~ 08
Ry :  close(hydropolis,taxi) < 0.7
I, =
Rs:  close(ritz, metro) +~ 09
Ry1: good hotel(x) —  Quuer (0.8, Quepy (close(z, taxi)))

Dado que ahora la regla R, si verifica la condicién de preservacion de cabezas,
la transformacién de desplegado es segura respecto al objetivo anterior Gz =
good__hotel(senator) y las siguientes derivaciones (que producen las mismas
respuestas computadas difusas) son posibles en P, y Pj para el objetivo Gs:

DF* . (good_hotel(senator),id) ~rils
(Qguer(cheap(yr), Query (close(senator,yr))), {y/y1}) Mg%
(Qquer (0.8, Qyery (close(senator, taxi))), {y/taxi}) ~ S
(Qaver (0.8, Query (0.0)), {y/taxi}) ~1s
(0.4, {y/taxi})

D;D‘/‘ . (good __hotel(senator),id) «»’S%»l
(Qguper (0.8, Qyepy (close(senator, taxi))), id) ~FS
(Quper (0.8, Qyery (0.0)), id) ~1s
(0.4, id)

La definicién 6.5 puede parecer muy restrictiva incluso para reglas estandar
como las mostradas en el ejemplo 6.1, que pueden ser desplegadas sin riesgo en
lenguajes logicos méas simples como Prolog. Con el fin de relajar la definicion
previa, definimos una condicién alternativa que habilita la instanciacion de las
cabezas de las reglas transformadas. En esencia, la siguiente definicién comprue-
ba que dada un regla H < B, si eventualmente aplicamos un paso de fallo en
el cuerpo de B, la expresion transformada B’ se reduce a L sin instanciar las
variables de H.

Definiciéon 6.6 (Condicion de anulacion del cuerpo). Sea P = (II,R, L) un
programa FASILL y R : (H + B) € II una regla del programa. Decimos que R
satisface la condicion de anulacion del cuerpo si, para toda derivacion D posible
para el objetivo G = B[A/ L] en P, tenemos que D : (B[A/L],id) ~* (L,0) v
Ho coincide (hasta renombramiento de variables) con H.

Ejemplo 6.9. Sea Py = (Ilg, R, L) el programa FASILL mostrado en el ejemplo
3.1. Considérese un nuevo programa Ps = (II5, R5, L), donde Rs = Rg y Il es
similar a Ily, cambiando el agregador @gc, por la t-norma & goq4e; €n €l cuerpo
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de la regla Ry:

Ry : cheap(taxi) +— 0.8
Ry close(hydropolis,taxi) <+ 0.7
= Rs :  close(ritz, metro) — 09
Ry : good_hotel(x) —  &godet(Query(close(x,y)), cheap(y))

Entonces, el desplegado de la regla R4 (respecto a las reglas Ry y R3) en el
programa Ps lleva al programa transformado Pf = (II5, R4, L), donde:

Ry :  cheap(taxi) 0.8
Ry : dose(hydropolis, taxi) 0.7
Iy =< Rs: close(ritz,metro) 0.9

Ryo: good hotel(hydropolis) & godel (Query (0.7), cheap(taxi))

& godel (Query (0.9), cheap(metro))

T T T

Ry3: good hotel(ritz)

Dado que ahora la regla R4 si verifica la condicion de anulacion del cuerpo,
la transformacién de desplegado es segura respecto al objetivo anterior Gz =
good__hotel(senator) y las siguientes derivaciones (que producen las mismas
respuestas computadas difusas) son posibles en P y P para el objetivo Gs:

D35 . (good_hotel(senator),id) Al
(& godet (Query (close(senator, y1)), cheap(y1)), {y/v1}) ~rs
(&godet(Query (0.0), cheap(n), {y/m}) ~ g
(& godet (Qyery (0.0),0.8), {y/taxi}) ~Ts
(0.0, {y/taxi})

D;Dé’: (good _hotel(senator),id) RS

(0.0, id)

Notese que la segunda clausula definida del programa mostrado en el ejemplo
6.1 también satisface esta ultima condiciéon y, por lo tanto, puede ser desple-
gada de forma segura como buscabamos. Pero es importante remarcar que el
poder expresivo de este cddigo es mayor en nuestro entorno basado en simi-
litudes que en lenguajes precedentes como Prolog o MALP. Por ejemplo, asu-
miendo que las constantes a, b y ¢ son términos similares, un objetivo como
append([a, al, [b], [a, b, c]) fallaria en Prolog o MALP, pero tendria éxito en el
sistema FASILL.
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6.3. Correccion y completitud de la transforma-
cion de desplegado

En esta seccion demostramos formalmente las propiedades de correccion,
completitud y eficiencia de los programas FASILL desplegados. Para ello intro-
ducimos primero la nocién de desplegado seguro, que caracteriza las reglas del
programa que pueden ser desplegadas sin modificar la seméntica original del
programa.

Definicion 6.7 (Desplegado difuso seguro basado en similitud, [JIMR22a]).
Sea P = (I, R, L) un programa FASILL, R € II una regla del programa y P’
el desplegado basado en similitud de la regla R en el programa P. Entonces, la
transformaciéon de desplegado es segura si R verifica la condiciéon de similitud
limite y al menos una de las dos condiciones: la preservacién de cabezas o la
anulacion del cuerpo.

Es importante destacar que un mismo programa puede contener al mismo
tiempo reglas que pueden ser desplegadas de forma segura y otras que no, como
ilustra el siguiente ejemplo. Es decir, la nocion de seguridad de la transformacion
de desplegado se da a nivel de regla, no de programa (aunque el resto de reglas
del programa pueden influir en la seguridad del desplegado de una regla cuando
este se basa en un paso de éxito ~gg).

Ejemplo 6.10. Sea P = (II, R, L) un programa FASILL sobre el reticulo ([0, 1], <)
donde:

Ry : cheap(taxi) 0.8
Ry . close(hydropolis, taxi) 0.7
IMM=< Rs: close(ritz,metro) 0.9

Ry : good_hotel(x) Qpery(close(z,y)) &goder cheap(y)

T T T

Rs : wery_cheap(x) cheap(x) &prod cheap(x)

y cuya relacion de similitud R queda determinada por la siguiente matriz (con
la t-norma fija de Godel):

R ritz atlantis metro taxi bus
ritz 1 1 0 0 0
atlantis 1 1 0 0 0
metro 0 0 1 04 0.5
taxi 0 0 0.4 1 0.4
bus 0 0 0.5 0.4 1

Entonces, la regla R4 puede ser desplegada de forma segura (respecto a las reglas
R y R3) ya que verifica las condiciones de similitud limite (en particular, los
términos hydropolis y ritz son limite) y de anulacion del cuerpo, aunque no la
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de preservacion de cabezas:

Ry:  cheap(taxi) +~ 038
Ry :  close(hydropolis,taxi) <+ 0.7

o — R3:  close(ritz, metro) +~ 09
Ryo: good_hotel(hydropolis) < Query(0.7) &goder cheap(tazi)
Ry3: good_hotel(ritz) —  Query(0.9) &goder cheap(metro)
Rs:  wvery_ cheap(x) —  cheap(x) &proa cheap(x)

Sin embargo, la regla Rs no puede ser desplegada de forma segura (respecto a
la regla Ry) ya que no verifica ninguna de estas condiciones.

Antes de demostrar las propiedades del desplegado, necesitamos algunos
resultados intermedios sobre la aplicacion de sustituciones limite.

Proposicion 6.1 ([JIMR22a]). Sean A y A’ dos dtomos tales que wmgug (A, A') #
fallo. Sea 0 una sustitucion limite idempotente. Si wmgug (A, A'0) # fallo, en-
tonces

deg(A, A'0) = deg(A, A’) = v.

Demostracion. Para que A y A’ sean débilmente unificables, para la misma
posicion p en A y en A’, si no hay ningtan simbolo de variable debe haber dos
atomos similares. Los grados de similitud de los simbolos de aquellas posiciones p
en las que hay dos 4tomos son los tnicos que contribuyen al grado de unificacion
v de Ay A’. Llamamos a estas posiciones la parte estable de A y A’ respecto
a la unificacion débil. Para otras posiciones ¢ # p, hay un simbolo de variable
en la posicion g de A o en la posicion ¢ de A’, que genera un enlace utilizando
la regla de transicion (3) de la relacion de unificacion débil (figura 2.3), que no
contribuye al grado de unificacion.

Por otra parte, si A y A’6 son débilmente unificables, si en una posicién p
de A’ hay una variable z € dom(0), en la misma posicion p de A debe existir:

(1) Una variable y que en tiempo de unificacion genera un enlace {y/x6} con
grado de unificacién T. Noétese que y ¢ vars(zf) porque de otro modo
Ay A’6 no serfan débilmente unificables, en contra de nuestra suposicion
inicial.

(2) Un término ¢ que debe unificar débilmente con zf. Dado que 6 es una
sustitucion limite, el término xf también es limite. Entonces, el grado de
unificacion de ¢t y z60 debe ser deg(t,z0) = T.

En cualquier caso, el paso de unificacién siempre contribuye con grado de unifica-
ciéon T, que es un elemento neutro para cualquier t-norma. Por lo tanto, el grado
de unificacién permanece intacto y queda tnicamente determinado por la parte
estable de Ay A’. En consecuencia, el grado de unificacion de wmguy (4, A’6)
es v, que es a su vez el grado de unificacion de wmgug (A, A'). O
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Proposicion 6.2 ([JIMR22a]). Sea 6 una sustitucion idempotente (no necesa-
riamente limite). Sean A y A" dos dtomos tales que wmguy (A, A') = (o,v), don-
de o[dom(0)] es una sustitucion limite idempotente. Si wmgury (A, A') # fallo,
entonces

deg(A, A'0) = deg(A, A’) = v.

Demostracion. Esta proposicion puede ser demostrada de manera analoga a la
proposicion 6.1, dado que o[dom(#)] es limite y, por lo tanto, para cada variable
x € dom(6), donde x6 = t, hay dos posibilidades:

(1) t es un término limite y, por la proposiciéon 6.1, {x/t} no contribuye al
grado de unificacion de wmgug (A, A’9).

(2) t esun término no-limite y, por lo tanto, la unificacion débil de A y A’6 sélo
tiene éxito si zo = s es una variable (dado que s es limite por hipdtesis
y un término limite no unifica con ningtn término no-limite), en cuyo
caso se genera un enlace en tiempo de unificaciéon sin afectar al grado de
unificacion v.

O

Proposicion 6.3 ([JIMR22a]). Sean A, A", B y B’ cuatro dtomos tales que
wmgug (4, A") = a y wngug (B, B') = 3, donde vars(A) Nwvars(B) = 0. En-
tonces,

wmgug (Ba, B') = fallo <= wmgug (A, A’B) = fallo.

Demostracion.

(=) Para que B y B’ sean débilmente unificables, y no lo sean Ba y B’, debe
existir una posicién p tal que en la posicién p de B hay un simbolo de
variable z € dom(a), donde xa = t es un término y wmguy (B{z/t}, B') =
fallo. Entonces, 23 = s debe verificar que wmguy, (¢, s) = fallo. Dado que
vars(A) Nwvars(B) =0 y x € dom(a), x debe aparecer en A’ en alguna
posicion, y wmgug (A, A'{z/s}) = fallo. Por lo tanto, wmguy (A4, A'B) =
fallo.

(<) El caso reciproco puede ser demostrado de forma anéloga.

O

Intuitivamente, el siguiente lema muestra que, incluso en el caso de que dos
pasos de éxito no puedan ser intercambiados, como el segundo paso explota un
atomo introducido tras el primer paso, su efecto (respecto a las sustituciones
de las respuestas computadas difusas) puede ser simulado por un tnico paso
utilizando una regla transformada obtenida por desplegado.
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Lema 6.1 ([JIMR22al]). Sea P = (II,R,L) un programa FASILL con una t-
norma fija A\, Go un objetivo y R1, Ro € 11 dos reglas del programa. Entonces,

D : (Go, o) ~ 5% (G1,0001) ~ 5% (Ga,000102)
sty solo si,

D' : (Go, 0o) ~ 5% (Gs, 0003)

y, ademds, 00105 = 090s[vars(Gy)], donde el sequndo paso en D explota un
dtomo introducido en Gy tras el primer paso, y siendo R3 una regla obtenida
por desplegado (del dtomo Ay en el cuerpo de) Ry utilizando Rs.

Demostracion.

(=) Sea Ry : Hy + Bj[A1]. Sea Hs la cabeza de la regla Ry, y supongamos
que A es el atomo seleccionado en Gy. Entonces, en la primera deriva-
cion D tenemos que: 01 = wmgug (A, H1) y G1 = Go[A/(v1 A B1[A4])]61.
Ademas, si A16; es el atomo seleccionado en Gy, 62 = wmgug (4161, Ha).
Ahora, considérese 0 = wmguy (A7, H). Entonces, se dan las siguientes

igualdades:
0105 =
Orwmgug (A1601, Ha) = (dado que dom(61) Nwars(Ry) = ()
91wmguR(wmguR(A1, H2)€1) =
Hrwmgur, (67) = (por la proposicién 2.5)
01 o = (por la proposicion 2.5)
owmgug (610) =
owmgu g (Wmgug (A, Hy)o) = (dado que dom(o) Nwvars(Gy) = 0)

owmgur (A, Hyo)

Mas ain, dado que 616> puede ser computado sin que se produzca un
fallo, entonces o también podra computarse (es decir, wmguy (A1, Ha) #
fallo) y existe una regla R3 obtenida por desplegado (del atomo A; en el
cuerpo de) R; utilizando Rs, tal que la cabeza de R3 es el dtomo Hio.
Ahora, dado que wmgug (A, Hio) # fallo, puede darse el siguiente paso
de éxito sobre el atomo seleccionado A en Gy: (Go, o) f\ag”g (G3,6003),
donde 65 = wmguy (A, Hy0). Finalmente, dado que 61605 = 063, entonces
0060102 = Bpcb3, y como dom(c) Nwars(Gy) = 0y dom(a) N dom(6y) = 0,
tenemos que 06102 = 0y03[vars(Gop)], como queriamos demostrar.

(<) Este caso puede ser demostrado de forma similar al caso anterior, explo-
tando la equivalencia entre 6,605 y of3.

O

En lo que sigue, establecemos los resultados de correccion y completitud para
el desplegado difuso basado en similitud que, en este contexto, implican que la
transformaciéon preserva la igualdad sintéctica entre las respuestas computadas
difusas de los programas involucrados.
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Teorema 6.1 (Correccion del desplegado difuso basado en similitud, [JIMR22a]).
Sea P = (II, R, L) un programa FASILL y G un objetivo. Si P’ = (II', R, L) es
el programa obtenido por desplegado sequro (véase la definicion 6.7) de P, en-
tonces:

(G,id) ~* (v,0) en P

st
(G,id) ~* (v,60") en P’
donde v € L y 0 = 0'[vars(G)].

Demostracion. Sea D’ : (G,id) ~* (v,0) la derivacion (genérica) para el ob-
jetivo G en el programa P’ que pretendemos simular construyendo una nueva
derivacion para G en P. La construccion de D se hace por induccién sobre la
longitud k& de D’. Dado que el caso base (k = 0) es trivial, procedemos con el
caso general cuando k > 0. Entonces, D’ : (G, id) ~ (G',9) ~* (v,0'). Si el pri-
mer paso de D’ ha sido realizado con un paso interpretativo de la definiciéon 3.3
o incluso si ha sido realizado con un paso de éxito utilizando una regla R € II,
entonces se sigue el resultado por la hipotesis de inducciéon. En otro caso, el paso
inicial ha sido realizado con un paso de fallo o con un paso de éxito utilizando
una regla R’ que ha sido obtenida por desplegado de otra regla R € II. Dado
que el paso de desplegado ha sido realizado con uno de los tres tipos de pasos
de la definicién 3.3, consideramos cada caso por separado.

(1) Desplegado basado en un paso de éxito.

Sean Ry : (Hy < Bi[A1]) € Iy Ry : (Hy < Bs) € II tales que, por
desplegado de R; respecto a R, utilizando un paso de éxito de la de-
finicion 3.3, obtenemos R’ : (Hyo + Bi[A1/(v A Bg)lo) € IT', donde
wmgur (A1, Hy) = (o, v}). Entonces, existen dos posibles derivaciones:

a) El primer paso en D’ es un paso de éxito.
Asumimos que A es el d4tomo seleccionado en G, y

D (G[A]id) ~8s
((G[A/(v1 A Bi[A1/(vy A B2)])])oy, o) ~*
(v,0')

donde wmgux (A, Hio) = (7, v}). Ahora, el primer paso de D’ puede
ser simulado en la derivacion D utilizando las reglas Ry, R € Il como
sigue:

g[A],id) ~5h
(G[A/(v1 A Bi[A1])])ev, @) ~ 8
(G[A/(v1 A B1[A1/(v2 A B2)])])aB, ) ~*
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donde wmgug (A, Hy) = (o, v1) y wmgug (Ara, Hy) = (B, v2). Por las
proposiciones 6.1 y 6.2 se dan respectivamente las igualdades v, = v}
y vg = v}, y por el lema 6.1 concluimos que a8 = oy[vars(G)], y por
lo tanto el tercer estado en D coincide sintacticamente con el segundo
estado en D’. Ademés, por la hipotesis de induccion 0 = €' [vars(G)] y
las derivaciones completas D y D’ son equivalentes, como queriamos
demostrar.

b) El primer paso en D’ es un paso de fallo.
Asumimos que A es el atomo seleccionado en G y

D' (G[A],id) ~ ps (GIA/1],id) ~* (v,0)

donde wmguy (A, Hio) = fallo; entonces:

o Si wmgug(A,H1) = fallo o la condicién de preservacion de
cabezas (véase la definicion 6.5) se cumple, se puede dar un
paso de fallo en D si es dado en D', dado que la cabeza de
cualquier regla desplegada es la misma (hasta renombramien-
to de variables) que la cabeza de la regla Ry y, por lo tanto,
wmgur (A, Hio) = wmgug (4, Hy) = fallo. Entonces es posible
la siguiente derivacion D en P:

D : (G[A],id) ~Fs (GIA/L],id) ~* (v,6)

Ademaés, por la hipotesis de induccion, § = #'[vars(G)] y las
derivaciones completas D y D’ son equivalentes, como querfamos
demostrar.

o Siwmgug (A, H1) = (o, v1) y la condicion de anulacion del cuer-
po (véase la definicion 6.6) se cumple, entonces By[A; /L] lleva a
1 en un namero finito de pasos. Ademés, por la proposicion 6.3
tenemos que wmgug (Aja, Hy) = fallo. Ahora, el primer paso de
D’ puede simularse en la derivacion D utilizando la regla Ry € IT
como sigue:

G[A],id) ~ ok
(GlA/ (1 A Bi[A))aa)  ~ops
(GlA/(v1 A Bi[Ar/L]))a, @)~
(GlA/L])aB, aB) o

Ademas, dado que la condicién de anulacién del cuerpo requie-
re que (dom(a) U dom(B)) Nwars(G) = 0, y por la hipotesis de
inducciéon 6 = 0'[vars(G)], ambas derivaciones Dy D’ son equi-
valentes, como querfamos demostrar.

(2) Desplegado basado en un paso de fallo.
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Sea R : (Hy < Bj][Ai1]) € II tal que el atomo seleccionado en B; no
unifica con la cabeza de ninguna regla en P y, por lo tanto, el desplegado
de R utilizando la regla de fallo de la definicién 3.3 produce la nueva
regla R : (Hy < B1[A1/L1]) € II'. Si el primer paso de D’ es un paso de
fallo, entonces el resultado sigue de la hipotesis de induccion, dado que el
desplegado basado en un paso de fallo no modifica la cabeza de la regla
R’ y, por lo tanto, si no hay ninguna regla R} : (H] < B}) € II' tal que
wmgug (A, H]) # fallo, entonces no hay ninguna regla R; : H; < B; € II
tal que wmguy (A, H;) # fallo. En otro caso, el primer paso de D’ ha sido
dado con un paso de éxito utilizando la nueva regla R’ € II':

D' (G[A),id) ~¥5 (GIA/(v1 A Bi[Ar/L])]a, ) ~* (v,6)

donde wmgug (A, Hy) = (o, v1). Ahora, el primer paso de D’ puede simu-
larse en la derivaciéon D utilizando la regla R € II y un paso de fallo:
G[A],id) ~8s

GlA/ (1 A Bi[A1])]e, o) ~ps

GlA/(vr A Bi[Ar/L])]a, ) ~*

v, 0)

D

(
(
(
(

Notese que en el segundo paso de D, el objetivo Aj« debe fallar dado que
el objetivo A1 —que subsume al objetivo A;a— también falla al desplegar
la regla R. Dado que el tercer estado de D coincide sintacticamente con el
segundo estado de D', el resultado sigue por la hipétesis de induccion.

Desplegado basado en un paso interpretativo.

Sea R : (Hy + Bi[¢(r1,...,7m4)]) € II y, por lo tanto, por desplegado
de R utilizando un paso interpretativo de la definicién 3.3, obtenemos la
nueva regla desplegada R’ : (Hy < B1[((r1,...,7n)/rnt1]) € IT', tal que
I(C(r1,...,7m4)) = Tny1. Entonces, la derivacion D’ es como sigue:

D' (GlAL,id) ~Es (GIA/ (1 A BiC(r1, -y 7a) [TasiDas @) ~* (0,6)

donde wmguy (4, Hy) = {(a,v1). Ahora, el primer paso de D’ puede si-
mularse en la derivaciéon D utilizando la regla R y un paso interpretativo
(reordenando el paso interpretativo por el teorema 3.1):

D: (G[A],id) ~¥s
(G[A/(v1 A B1[C(r15 -+ -y mn)])] v, @) ~rs
(G[A/(v1 AB1[C(r1, - ) [Tn]) e, @) ~"
(v,0)

Dado que el tercer estado de D coincide sintacticamente con el segundo
estado de D', el resultado sigue de la hipotesis de induccion.
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O

Teorema 6.2 (Completitud del desplegado difuso basado en similitud, [JIMR22al]).

Sea P = (II, R, L)y un programa FASILL y G un objetivo. Si P’ = (I', R, L) es
el programa obtenido por desplegado sequro (véase la definicion 6.7) de P, en-
tonces:
(G,id) ~* {v,0") en P’
st
(G,id) ~* (v,0) en P
donde v € L y 0 = lvars(G)].

Demostracion. Sea D : (G, id) ~* (v, 0) la derivacion (genérica) para el objetivo
G en el programa P que pretendemos simular construyendo una nueva derivacion
D’ para G en P’. La construcciéon de D’ se hace por induccion sobre la longitud
k de D. Dado que el caso base (k = 0) es trivial, procedemos con el caso general
cuando k > 0. Entonces, D : (G, id) ~ (G',9) ~* (v,0). Si el primer paso de D
ha sido realizado con un paso interpretativo o un paso de fallo de la definicion
3.3 o incluso si ha sido realizado con un paso de éxito utilizando una regla R € II
diferente de la regla desplegada, entonces se sigue el resultado por la hipdtesis
de induccién. En otro caso, el paso inicial ha sido realizado con un paso de éxito
utilizando una regla R’ € II' que ha sido obtenida por desplegado de otra regla
R, € II. Dado que el paso de desplegado ha sido realizado con uno de los tres
tipos de pasos de la definicién 3.3, consideramos cada caso por separado.

(1) Desplegado basado en un paso de éxito.

Sean Ry : (Hy + Bi[A1]) € 'y Ry : (Hy + By) € 1I tales que, por
desplegado de R; con respecto de la regla R, utilizando un paso de éxi-
to, obtenemos la regla R’ : (Hyo < Bi[A1/(v) A Bs)]o) € II', donde
wmgur (A1, Hz) = (o, v}). Entonces, existen dos posibles derivaciones:

a) El segundo paso en D es un paso de éxito.
Asumimos que A es el atomo seleccionado en G, y

D: <Q[A], id> Mé%
((G1A/(v1 A Bi[A1])])ev, @) ~ g3
((G[A/(v1 A B1[A1/(v2 A B2)])])aB, af) ~*
(v,0)

donde wmguy (4, H1) = (o, v1) y wmgug (A1, Ha) = (B, v2). Enton-
ces, los primeros dos pasos de D pueden ser simulados en D’ utili-
zando la regla transformada R’ € II' como sigue:

D' (G[A4],id) ~B
((G[A/ (v A Bi[Ar/(vg A Ba)])])oy, 7)) ~*
(v,0')
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donde wmguy (A, Hyo) = (v,v}). Por las proposiciones 6.1 y 6.2 te-
nemos que v; = vj y vy = vh, respectivamente, y por el lema 6.1
concluimos que a8 = oy[vars(G)], y por lo tanto el tercer estado en
D coincide sintacticamente con el segundo estado en D’. Ademaés, por
la hipotesis de induccion 6 = 0'[vars(G)] y las derivaciones completas
D y D' son equivalentes, como queriamos demostrar.

El segundo paso en D es un paso de fallo.
Asumimos que A es el atomo seleccionado en G al construir D:

D: (G[A],id) ~ L
((GIA/(v1 A Bi[Ad]))e, ) ~ps
((GIA/(v1 A Br[Ar/ L))o, @)~
(v, 0)
donde wmgug (A4, Hy) = (o, v1). Entonces, hay dos posibilidades:

e Si se verifica la condicion de preservacion de cabezas (véase la
definicién 6.5), la derivacion D es imposible en P, dado que se
ha realizado una transformacion de desplegado con un paso de
éxito sobre Bj[A;] con Rs, cuyas variables no se ven afectadas
por « (hasta renombramiento de variables) y por lo tanto, si
wmgur (A1, H2) # fallo entonces wmgug (Arc, Hy) # fallo.

e Si se verifica la condicion de anulacion del cuerpo (véase la defi-
nicion 6.6), por la proposicion 6.3 wmguy (A, Hio) = fallo y los
primeros dos pasos de D pueden simularse en D’ utilizando un
paso de fallo como sigue:

D <g[ALZd> ~~FS <(g[A/J—])’Zd> ~* <U7 0l>

dado que Bj[A;/1] lleva a L en un namero finito de pasos y
dom(a) Nwars(G) = 0, lo que implica que el tercer estado en D
es equivalente al segundo estado en D’ (restringido a vars(G)).
Ademas, por la hipotesis de induccion 6 = €' [vars(G)] y las de-
rivaciones completas D y D’ son equivalentes, como queriamos
demostrar.

(2) Desplegado basado en un paso de fallo.

Sea R : Hy + B1[A;] € II tal que el atomo seleccionado en B; no unifica
con la cabeza de ninguna regla en P y, por lo tanto, por desplegado de la
regla R aplicando un paso de fallo, obtenemos una nueva regla desplegada

R/

: Hy < Bi1[A;/1] € II'. Entonces, la derivacién D tiene la siguiente

forma:

D: (G[A],id) ~B
GlA/(v1 A Bi[Ai])]e,a) - ~ps
GlA/ (1 A Bi[Ar/ L)), )~

(
(
(
(v,6)
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donde wmgu (A, H1) = v1. Ahora, los dos primeros pasos de D pueden
simularse en D’ utilizando la regla R’ € II' como sigue:

D' (GlA),id) ~Bg (G[A/(v1 A Bi[A1/1])], @) ~* (v,0)

Dado que el tercer estado de D coincide sintacticamente con el segundo
estado en D', el resultado sigue de la hipotesis de induccion.

(3) Desplegado basado en un paso interpretativo.

Sea R : Hy + B1[((r1,...,m,)] € Il y, por lo tanto, por desplegado de
la regla R utilizando un paso interpretativo, obtenemos una nueva regla
R : Hy < B1[C(r1,...,7n)/rns1] € IV, tal que 9L(C(r1,...,70)) = Tny1.
Entonces, la derivacion D tiene la siguiente forma (tras reordenar los pasos
interpretativos por el teorema 3.1):

D: (G[A],id) ~ 8
(G[A/(v1 A B1[C(r15 -+ ym0)])]a, ) ~18
(GIA/(v1 A B1[C(r1, -+ -5 mn) [Tnta])]a, @) ~*
(v,0)

donde wmguy (4, Hy) = («, v1). Ahora, los dos primeros pasos de D pue-
den simularse en D’ utilizando la regla R’ € II' como sigue:

D' (G[A]id) ~&s (GIA/ (i A Bi[C(r1s- ., 7a) [rasa]]e @) ~* (v,6')

Dado que el tercer estado de D coincide sintacticamente con el segundo
estado de D', el resultado sigue por la hipotesis de induccion.

O

Teorema 6.3 (Correccion, completitud y eficiencia del desplegado difuso ba-
sado en similitud, [JIMR22a]). Sea P = (II, R, L) un programa FASILL y G un
objetivo. Si P’ = (II', R, L) es el programa obtenido por desplegado seguro (véase
la definicion 6.7) de P, entonces:

(G,id) ~™ (v,0) en P

sty solo si

(G,id) ~" (v,0") en P’
donde v € L, 8 = 0'[vars(G)] y n < m.

Demostracion. La correccion y la completitud de la transformacion, es decir,
la equivalencia de las respuestas computadas difusas obtenidas tras ejecutar un
objetivo en el programa original y en el programa desplegado, se sigue inme-
diatamente de los teoremas 6.1 y 6.2. Sobre la reducciéon de la longitud de las
derivaciones en el programa transformado, podemos ver en las demostraciones
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de los teoremas 6.1 y 6.2 que cualquier paso de éxito realizado con la nueva re-
gla transformada, obtenida tras la aplicaciéon de un paso de desplegado seguro,
subsume dos pasos de computacion realizados con reglas del programa original,
que confirma que n < m, como querfamos demostrar. O

Notese que bajo la definicion 6.7 de desplegado seguro cualquier desplegado
basado en un paso de fallo ~gg 0 en un paso interpretativo ~» g es considerado
seguro, ya que estos pasos de computacién no modifican la cabeza de la regla
desplegada, lo cual verifica trivialmente las condiciones de similitud limite y
de preservacion de cabezas. Ademés, por la misma razon, cualquier desplegado
basado en un paso de éxito ~»gg explotando un 4tomo que no contiene variables
de la cabeza (en particular, cualquier 4tomo bésico) también es siempre seguro.
Formalizamos este resultado en el siguiente corolario.

Corolario 6.1. Sea P = (II, R, L) un programa FASILL y G un objetivo. Si P’
es el programa obtenido por desplegado (véase la definicion 6.1) de P mediante
la aplicacion de un paso de fallo ~ pg, un paso interpretativo ~»ys, o un paso de
érito ~gg explotando un dtomo que no contiene variables de la cabeza, entonces:

(G,id) ~™ (v,0) en P
sty solo si

(G,id) ~" (v,0") en P’

donde v € L, 0 = 0'[vars(G)] y n < m.

6.4. Detalles de implementacion

En esta seccion se presentan los detalles de implementacion de la transfor-
macion de desplegado en el sistema FASILL, donde las reglas pueden ser desple-
gadas mediante el comando :undold(Id), que recibe el identificador? de una
regla cargada actualmente en el entorno y aplica un paso de desplegado sobre
ella, o mediante el predicado incorporado unfold/1, que recibe un término y
despliega la primera regla que unifica con dicho término. La figura 6.3 muestra
un paso de desplegado sobre el programa del ejemplo 3.1 en la consola interac-
tiva del sistema FASILL utilizando el comando :unfold, mientras que la figura
6.4 muestra el mismo paso de desplegado utilizando el predicado incorporado
unfold/1.

La herramienta en linea también ofrece la posibilidad de aplicar pasos de
desplegado sobre los programas FASILL [MR19a]. Bajo el cuadro de texto que
contiene las reglas del programa hay un botén que permite iniciar el proceso
de desplegado, enumerando cada una de las reglas introducidas, tal y como se
muestra en la figura 6.5. Cuando el usuario selecciona la regla a desplegar, el
sistema FASILL aplica un paso de desplegado sobre esta y actualiza el programa

2Como se puede ver en las figuras 6.3 y 6.4, el usuario puede consultar el identificador de
las reglas mediante el comando :1listing, que enumera las reglas junto a sus identificadores.



6.4. DETALLES DE IMPLEMENTACION 159

fasill> :listing.

(1) cheap(taxi) <- 0.8.

(2) close(hydropolis,taxi) <- 0.7.

(3) close(ritz,metro) <- 0.9.

(4) good_hotel(X) <- @aver(@very(close(X,Y)),cheap(Y)).

fasill> :unfold('4').
<1.0, {¥

fasill> :listing.

(1) cheap(taxi) <- 0.8.

(2) close(hydropolis,taxi) <- 0.7.

(3) close(ritz,metro) <- 0.9.

(4-1) good_hotel (hydropolis) <- Qaver(@very(0.7),cheap(taxi)).
(4-2) good_hotel(ritz) <- Qaver(@very(0.9),cheap(metro)).

Figura 6.3: Desplegado de programas logicos difusos en la consola interactiva
del sistema FASILL mediante el comando :unfold.

fasill> :listing.

(1) cheap(taxi) <- 0.8.

(2) close(hydropolis,taxi) <- 0.7.

(3) close(ritz,metro) <- 0.9.

(4) good_hotel(X) <- @aver(@very(close(X,Y)),cheap(Y)).

fasill> unfold((good_hotel(_) <- Body)).
<1.0, {Body/@aver(@very(close(V1,V2)),cheap(V2))}>

fasill> :listing.

(1) cheap(taxi) <- 0.8.

(2) close(hydropolis,taxi) <- 0.7.

(3) close(ritz,metro) <- 0.9.

(4-1) good_hotel (hydropolis) <- Qaver(Qvery(0.7),cheap(taxi)).
(4-2) good_hotel(ritz) <- @aver(@very(0.9),cheap(metro)).

Figura 6.4: Desplegado de programas logicos difusos en la consola interactiva
del sistema FASILL mediante el predicado incorporado unfold/1.

en el cuadro de texto, mostrando informacién sobre las condiciones de seguridad
del desplegado: la condicién de similitud limite, la condicién de preservacion de
cabezas y la condicion de anulacion del cuerpo. La figura 6.6 muestra el resultado
de desplegar la regla R, del programa del ejemplo 3.1 en la herramienta en
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cheap(taxi) <- ©.8.

close(hydropolis, taxi) <- ©.7.

close(ritz, metro) <- 0.9.

good_hotel(X) <- @aver(@very(close(X, Y)), cheap(Y)).

Extend program | Unfold program

B wNR

1 cheap(taxi) <- ©.8.

2 close(hydropolis,taxi) <- @.7.

3 close(ritz,metro) <- ©.9.

4 | good_hotel(X) <- @aver(@very(close(X,Y)),cheap(Y)).

Figura 6.5: Area de desplegado del sistema FASILL en linea.

cheap(taxi) <- 8.8.

close(hydropolis,taxi) <- @.7.

close(ritz,metro) <- 8.9.

good_hotel(hydropolis) <- @aver(@very(©.7),cheap(taxi)).
good_hotel(ritz) <- @aver(@very(8.9),cheap(metro)).

% bound-similarity condition: false

% head-preserving condition: false

% body-overriding condition: false

Unfolding is not safe: | X Bound-similarity | | X Head-preserving | | X% Body-overriding | Unfold program

[+ LN I R V) T R VIR S

Figura 6.6: Desplegado de programas en el sistema FASILL en linea.

linea, que informa de que esta regla no cumple ninguna de las tres condiciones
de seguridad y, por lo tanto, el desplegado no es seguro (como ya vimos al inicio
del capitulo).

El médulo fasill_unfolding del sistema FASILL contiene la implementa-
cion de la técnica de desplegado, y exporta predicados para el desplegado y la
verificacion de las condiciones de seguridad. El predicado principal para desple-
gar un programa es classic_unfold_by_id/1, que recibe el identificador de
una regla del programa y aplica un paso de desplegado sobre esta, modificando
el programa actual de la sesion. Este predicado simplemente busca la regla aso-
ciada al identificador indicado e invoca al predicado classic_unfold/1, que se
encarga de realizar la transformacion de desplegado sobre la regla.

classic_unfold_by_id(Id) :-
fasill_rule(Head, Body, Info),
member (id(Id), Info), !,
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classic_unfold(fasill_rule(Head, Body, Info)).

El predicado classic_unfold/1 recibe una regla en su representacion basica
y aplica un paso de desplegado en todas sus posibles formas sobre esta mediante
el predicado classic_unfold/2. Entonces elimina la regla del programa, inserta
las nuevas reglas obtenidas por desplegado y reordena las reglas del programa
en base a los identificadores para que las nuevas reglas aparezcan en el orden
correcto (reemplazando a la regla desplegada).

classic_unfold(R1) :-
findall (R, classic_unfold(R1, R), Rules),
Rules \= [],
once(retract(R1)),
forall (member (Rule, Rules), assertz(Rule)),
sort_rules_by_id.

Finalmente, el predicado classic_unfold/2 recibe una regla y devuelve una
regla desplegada sin modificar el programa original. Para ello realiza un paso
de inferencia sobre el cuerpo de la regla y aplica la sustitucion obtenida a la
cabeza de la misma. Por reevaluacion, el paso de inferencia se realiza en todas
sus posibles formas.

classic_unfold(R1, R2) :-
Rl = fasill_rule(head(Headl), body(Bodyl), Infol),
select(id(Id1), Infol, Info2),
init_substitution(Bodyl, Vars),
inference (unfolding/0,
state(Bodyl, Vars), state(Body2, Sub), _),
Bodyl \= Body2,
apply(Sub, Headl, Head2),
next_unfolding_id(N),
atomic_list_concat([Id1l, -, N], Id2),
R2 = fasill_rule(head(Head2), body(Body2), [id(Id2)|Info2]).

La condicién de similitud limite descrita en la definicién 6.4 se comprueba
mediante el predicado bound_similarity/1, que recibe una regla en su repre-
sentacion basica y verifica que, para todo paso de computacion posible realizado
sobre el cuerpo de la regla, la sustitucion restringida a las variables de la cabeza
es limite.

bound_similarity(R) :-
R = fasill_rule(head(Head), body(Body), _),
init_substitution(Head, Sub0),
forall(
inference(unfolding/0,
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state(Body, Sub0), state(_, Subl), _),
is_bound_substitution(Subl)).

El predicado is_bound_substitution/1 recibe una sustituciéon y comprueba
que cada término que aparece en los enlaces de las variables es un término
limite. Para ello, cuando el predicado is_bound/1 recibe un término, comprueba
su grado de similitud con el resto de simbolos para verificar que es 1L o T.

is_bound_substitution(Sub) :-
substitution_to_list(Sub, List),
forall (member (_-Term, List), is_bound(Term)).

is_bound(term(Name, Args)) :- !,
length(Args, Arity),
lattice_call_top(Top),
lattice_call_bot(Bot),
forall(
similarity_between(Name, _, Arity, TD, _),
(TD == Top ; TD == Bot)),
is_bound (Args) .
is_bound([]) :- !.
is_bound([X|Xs]) :- !,
is_bound(X),
is_bound(Xs) .
is_bound(_).

La condicién de preservacion de cabezas descrita en la definicion 6.5 se com-
prueba mediante el predicado head_preserving/1, que recibe una regla en su
representacion bésica y verifica que para todo paso de computacion posible rea-
lizado sobre el cuerpo de la regla, tras aplicar la sustituciéon obtenida a la cabeza
de la regla, esta cabeza es un renombramiento de la cabeza de la regla original.

head_preserving(R) :-
R = fasill_rule(head(Head), body(Body), _),
init_substitution(Head, SO),
forall(
(  inference(unfolding/0, state(Body,S0), state(_,S1), _),
apply(S1, Head, Headl)
),
is_renaming(Head, Headl)

).

Por dltimo, la condicién de anulacion del cuerpo descrita en la definiciéon
6.6 se comprueba mediante el predicado body_overriding/1, que recibe una
regla en su representaciéon basica y verifica que para toda derivacién posible
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realizada sobre el cuerpo de la regla (tras reemplazar el atomo maés a la izquier-
da por 1) lleva a una f.c.a. con grado de verdad asociado de L. Ademas, al
aplicar la sustitucién generada en la derivacién sobre la cabeza, esta debe ser
un renombramiento de la cabeza de la regla original.

body_overriding(R) :-
R = fasill_rule(head(Head), body(Body), _),
init_substitution(Head, SO),
lattice_call_bot(Bot),
( select_atom(Body, BodyBot, Bot, _) ->
forall(
derivation(unfolding/0, state(BodyBot,S0), State, _),
( State = exception(_)
; State = state(TD, S1),
TD = Bot,
apply(S1, Head, Headl),
is_renaming(Head, Headl) )
) ; true ).

6.5. Pruebas y evaluaciéon de rendimiento

Para determinar la ganancia de eficiencia producida por la transformaciéon
de desplegado sobre programas FASILL proponemos en [JIMR22a]| los siguientes
experimentos donde medimos el tiempo de ejecucion y el numero de inferencias
de los programas descritos a continuacion, tanto para su version original como
para su versién desplegada.’

En el primer experimento nos proponemos medir la ganancia de eficiencia
en algunos programas FASILL simples tras aplicar un tinico paso de desplegado
(seguro) sobre una regla del programa. En la tabla 6.1 se resumen los resultados
de la ejecuciéon de los programas de prueba listados en la figura 6.7. La tabla
muestra el tiempo de ejecucion medio y el ntiimero de inferencias tras ejecutar
un objetivo en el programa original y en el programa desplegado, donde las
reglas marcadas con un asterisco (*) en la figura 6.7 son desplegadas de forma
segura una dnica vez (un solo paso de desplegado). La ganancia del programa
desplegado con respecto al programa original ha sido computada utilizando
el tiempo y el nimero de inferencias realizadas por Swi-Prolog ejecutando el
sistema FASILL. Todos los objetivos explotan similitudes y han sido elegidos
para proporcionar un tiempo de ejecuciéon razonablemente largo. Por ejemplo,
el predicado palindrome/1 es invocado con una lista [a, ..., a,¢,b,...,b], donde
R(a,b) = 0.5 (véase también la explicacion del predicado append/3 al final de
la seccion 6.2). Como se observa en la tabla 6.1, tras un paso de desplegado
todos los programas muestran una ganancia significativa de eficiencia, llegando

3Todas las pruebas de esta seccion han sido ejecutadas en Swi-Prolog 8.0.6 (64 bits) utili-
zando un ordenador de sobremesa equipado con un procesador AMD Opteron™ @1593 MHz
y 2.00 GB RAM.
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append([], X, X). flip(tree(X,Xs), tree(X,Y¥s)) <-
append ([HIT], X, [HIS]) <- flip(Xs, [1, Ys). % (%)
append (T, X, S). % (%) flip([1, Ys, ¥s).
double_append(X, Y, Z, W) <- flip([XIXs], Ys, Zs) <-
append(X, Y, U) & flip(X, Y) &
append (U, Z, W). flip(Xs, [YlYs], Zs).
(a) double_append (d) flip
reverse(Xs, Ys) <- add(z, N, N).
reverse(Xs, [], Ys). add(s(M), N, s(P)) <-
reverse([], Ys, Ys). add(M, N, P). % (%)
reverse([X|Xs], Ys, Zs) <- mul(z, _, z).
reverse(Xs, [X|Ys],Zs). % (%) mul(s(M), N, Y) <-
palindrome(Xs) <- reverse(Xs,Xs). mul (M, N, X) & add(N, X, Y).
(b) palindrome (e) peano
add(z, N, N). append([]1, X, X).
add(s(M), N, s(P)) <- append ([H|T], X, [HIS]) <-
add(M, N, P). % (%) append(T, X, S). % (%)
fibonacci(z, z). inorder (empty, [1).
fibonacci(s(z), s(z)). inorder(tree(X, L, R), Xs) <-
fibonacci(s(s(N)), Z) <- inorder (L, Ls) &
fibonacci(N, X) & inorder (R, Rs) &
fibonacci(s(N), Y) & append(Ls, [XIRs], Xs).
add(X, Y, Z).
(c¢) fibonacci (f) inorder
minlist([X], X, [1).
minlist ([X,H|Xs],Z,[W|Ys]) <- minlist([H|Xs],Y,Ys) & minmax(X,Y,Z,W).
minmax(z, s(N), z, s(N)).
minmax(s(M), z, z, s(M)).
minmax(s(M), s(N), s(P), s(Q)) <- minmax(M, N, P, Q). % (%)
selsort([1, [1).
selsort ([X|Xs], [Y|Zs]) <- minlist([X|Xs],Y,Ys) & selsort(¥s,Zs).

(g) selsort

Figura 6.7: Programas FASILL de prueba.

a reducir casi a la mitad el tiempo de ejecuciéon en algunos casos. La figura 6.8
ilustra la comparacion de los tiempos de ejecucion del programa original frente
al programa desplegado.

En el segundo experimento nos proponemos medir la ganancia de eficiencia
lograda por la transformacion de desplegado al aplicar cada vez mas pasos de
desplegado sobre un mismo programa. La tabla 6.2 muestra el tiempo medio de
ejecucion y el nimero de inferencias al buscar todas las respuestas computadas
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Tabla 6.1: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias
al ejecutar los programas FASILL de prueba mostrados en la figura 6.7 tras 50
ejecuciones.

Programa original Programa desplegado | Ganancia

Prueba Tiempo Inferencias | Tiempo Inferencias | Tiempo Inf.
double_append | 9756 119609091 | 6342 67128927 1.54 1.78
palindrome 11461 139254118 | 6965 81913808 1.65 1.70
fibonacci 15528 198805804 | 11004 141097136 | 1.41 1.40
flip 13040 130521853 | 9139 87785578 1.43 1.48
peano 8345 105121757 | 4315 54293704 1.93 1.93
inorder 27343 302048850 | 19578 206022142 | 1.40 1.47
selsort 23976 312062385 | 14037 175726911 | 1.71 1.77
— 10* ‘
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append palin. fibonacci flip peano  jporder selsort

Figura 6.8: Comparacion de los tiempos de ejecucion de los programas originales
frente a los programas desplegados.

difusas para el predicado mul/3 utilizando el programa mostrado en la figura
6.7e, en funcion del nimero de pasos de desplegado aplicados sobre el programa
original. Tal y como sucede en otros marcos de programacion declarativos, se
observa que tras un determinado ntimero de pasos de desplegado sobre el progra-
ma, los resultados empiezan a perder eficiencia debido al sobrecoste introducido
al tratar de unificar el atomo seleccionado con las cabezas de las crecientes reglas
transformadas. La figura 6.9 muestra el tiempo medio de ejecucion (en milise-
gundos) de los programas de prueba de la figura 6.7 en funcién del namero de
pasos de desplegado (seguros) aplicados sobre el programa original.

6.5.1. Desplegado difuso de programas simbdlicos

Hasta ahora, hemos considerado las operaciones de desplegado difuso y de
calibrado de programas simboélicos como dos técnicas independientes con objeti-
vos claramente diferenciados: el desplegado mejora la eficiencia de los programas
y el calibrado ajusta sus reglas. Sin embargo, la transformacion de desplegado
también puede utilizarse para optimizar el proceso de calibrado, acercando los
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Tabla 6.2: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) y nimero de inferencias
al buscar todas las f.c.a. para el predicado mul/3 utilizando el programa de
prueba mostrado en la figura 6.7e tras 50 ejecuciones, dependiendo del nimero
de pasos de desplegado realizados sobre el programa original.

Desplegados | Tiempo Inferencias Ganancia

0 8345 105121757  1.00
1 4315 54293704 1.93
2 2134 27797061 3.78
3 1226 15665907 6.71
4 800 9818130 10.70
5 501 6307196 16.67
6 454 5396529 19.48
7 748 10062129 10.44
30,000 - i e double_append
—~— palindrome
25,000 - o fibonacci
-~~~- peano

20,000 4 —~_— inorder

—~.- selsort

—

15,000 +-.

10,000

tiempo de ejecuciéon (ms)

5,000 -

desplegados

Figura 6.9: Comparacién de los tiempos de ejecuciéon de varios programas FASILL
en funcién del nimero de pasos de desplegado.

tiempos de ejecucion del método de calibrado basico al del simbélico.
Siguiendo la linea de nuestras propuestas [MPR19a, MR19b]|, hemos dise-
nado un ultimo experimento para contrastar los tiempos de ejecucion de los
algoritmos de calibrado utilizando el método de calibrado basico y el método de
calibrado simbolico tras aplicar varios pasos de desplegado. La tabla 6.3 resume
el tiempo medio de ejecucién del proceso de calibrado del siguiente programa

difuso:
H#:{Rlz p(2) +«~ 1.0
Ry: p(s(x)) < p() &proa 57

en funcién del ntmero de desplegados y del nimero de sustituciones simboli-
cas consideradas. Para ello, utilizamos un tnico caso de prueba de la forma
(1.0, p(s(s(s(...2z...))))) para el que la tnica sustitucion simbolica que produce
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una desviacion de 0.0 es visitada la ultima en el espacio de busqueda. En esta
tabla observamos que, tras aplicar las transformaciones de desplegado, el tiem-
po de calibrado del método béasico mejora notoriamente, aunque no es capaz de
alcanzar el tiempo de ejecuciéon del método de calibrado simbolico. Més atn,
como es de esperar, la diferencia de tiempos se acentiia cuantas mas sustitu-
ciones simbolicas consideramos. Ademas, es importante destacar que aunque el
desplegado también puede mejorar el tiempo de ejecucion del método de ca-
librado simbdlico, la ganancia es menos significativa, ya que la fase admisible
para el objetivo del caso de prueba se computa una sola vez. La figura 6.10
ilustra la comparacion de los tiempos de ejecucion del algoritmo de calibrado
bésico en funcién del namero de pasos de desplegado aplicados y del niimero de
sustituciones simbolicas consideradas.

Tabla 6.3: Tiempo medio de ejecucion (en milisegundos) al calibrar un programa
tras 50 ejecuciones, dependiendo del nimero de pasos de desplegado realizados
sobre el programa original y del ntimero de sustituciones simbdlicas considera-
das.

Tiempo (ms)

Calibrado | Desplegados 106 506 1006 2506 5006 10006

Basico 500 2942 4901 12765 25088 50958
302 1380 2776 7078 14239 27854
172 776 1541 3896 7713 15427
104 489 958 2369 4797 9500
72 338 672 1656 3323 6630

Simbolico 68 128 217 446 861 1743

o1 109 195 445 825 1623
32 104 176 434 821 1609
29 90 168 410 814 1594
26 87 165 409 796 1593

=W N O WD = O

6.6. Conclusiones

En este capitulo hemos adaptado al lenguaje FASILL la transformacion de
desplegado clasica de otros paradigmas y hemos demostrado sus propiedades de
correcciéon y completitud para un subconjunto de programas FASILL que pueden
ser desplegados de forma segura. A continuacién detallamos las contribuciones
de este capitulo.

(1) Hemos adaptado la transformacion de desplegado (clasica de otros para-
digmas como el 16gico y el funcional) al lenguaje logico difuso FASILL.
Para esta operacion de desplegado difuso hemos observado que no todos
los programas FASILL preservan las respuestas computadas difusas tras
aplicar un paso de desplegado en determinadas reglas.
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tiempo de ejecucion (s)

Figura 6.10: Comparacién de los tiempos de ejecucion del algoritmo de calibrado
bésico en funcién del ntmero de pasos de desplegado aplicados.

(2)

Cuando la transformacion de desplegado liga una variable de la cabeza
de la regla desplegada a un término “con similitudes”, hemos visto que
pueden surgir problemas de correccién en el programa desplegado, ya que
los grados de similitud no se componen de la misma forma en el programa
original y en el programa desplegado. Al usar el programa transforma-
do, esos grados de verdad pueden introducirse en diferentes posiciones de
expresiones constituidas por operadores difusos que no son asociativos y
conmutativos y, por tanto, influye el orden en el que se computan. Asi
pues, para un mismo objetivo, el programa original y el programa desple-
gado pueden llevar a respuestas computadas difusas distintas.

Cuando la transformacion de desplegado instancia la cabeza de la regla
desplegada, hemos visto que pueden aparecer pasos de fallo prematuros en
las derivaciones del programa desplegado, generando problemas de com-
pletitud. Es decir, para un mismo objetivo, el programa desplegado puede
“perder” respuestas computadas difusas que si estan en el programa origi-
nal.

Analizando estos problemas de correccion y completitud, hemos caracte-
rizado los programas que pueden ser desplegados de forma segura. Para
ello hemos definido tres condiciones de seguridad: la condicién de simi-
litud limite, la preservaciéon de cabezas y la anulaciéon del cuerpo. Para
que un programa desplegado preserve las respuestas computadas difusas
del programa original, la regla desplegada debe satisfacer la condiciéon de
similitud limite y al menos una de las otras dos condiciones.
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(5) Hemos demostrado las propiedades de correccién, completitud y eficiencia
de la transformacion de desplegado para programas FASILL cuando la regla
desplegada satisface las condiciones mencionadas.

(6) Hemos implementado la transformacion de desplegado en el sistema FA-
SILL. Ademas, los programas pueden ser desplegados en la herramienta
web. Cuando se aplica un paso de desplegado, FASILL comprueba las con-
diciones de seguridad y reporta al usuario si cada una de ellas se verifica
0 no, y si el desplegado es seguro o inseguro.

(7) Hemos disefiado una serie de experimentos para medir la ganancia de efi-
ciencia de los programas desplegados frente a los programas originales.
Como es habitual en este tipo de transformaciones, tras un numero deter-
minado de pasos de desplegado, el programa empieza a perder eficiencia
debido al tiempo que conlleva unificar un 4tomo con las cabezas del cre-
ciente ntiimero de reglas del programa desplegado.

(8) Hemos combinado la transformacion de desplegado difuso con las técnicas
de calibrado de programas simbdlicos para tratar de mejorar la eficiencia
del método de calibrado bésico y acercar su rendimiento al del método de
calibrado simbdlico.

Hay que tener en cuenta que el lenguaje FASILL combina un algoritmo de
unificacion débil basado en relaciones de similitud con una gran variedad de
conectivas difusas definidas sobre un reticulo completo. En este contexto, el
precio a pagar por disponer de un marco de programacion tan amplio y flexible
como este es que la transformacion de desplegado no puede aplicarse (de forma
segura) sobre cualquier regla de un programa. Sin embargo, hemos identificado
un amplio subconjunto de programas FASILL sobre los que es posible aplicar
esta transformacion preservando la seméntica original, para los que hemos dado
los resultados de correccion y completitud de la transformacion.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo presentamos un resumen sobre el trabajo desarrollado en
esta tesis y detallamos algunas lineas de investigacion que estan ya en marcha
0 que podrian iniciarse en un futuro. Nuestros objetivos generales, que presen-
tamos al principio de la memoria (véase la seccion 1.1) han sido abordados con
éxito en este trabajo. Mediante nuestra investigaciéon hemos diseniado diversos
algoritmos de calibrado de programas logicos difusos y hemos sido capaces de
definir una transformacion de desplegado difuso, sobre la que hemos podido
caracterizar los programas que pueden ser desplegados de forma segura esta-
bleciendo una serie de condiciones que las reglas desplegadas deben satisfacer.
Ademés de proporcionar las demostraciones sobre las propiedades fundamenta-
les de estas técnicas de calibrado y desplegado, hemos incluido una descripciéon
de la implementacién de alto nivel de las mismas en el entorno de programacion
FASILL, que integra en un mismo lenguaje las caracteristicas de diversos len-
guajes difusos. Por ultimo, hemos ilustrado nuestros desarrollos con ejemplos y
aplicaciones de mayor o menor envergadura al tiempo que los contrastamos con
otros trabajos relacionados.

7.1. Conclusiones

A continuacion detallamos las principales contribuciones que hemos aportado
durante el desarrollo de esta tesis, las cuales hemos dividido en varias categorias:
las aportaciones tedricas al lenguaje FASILL, el desarrollo practico del sistema
FasiLL, el disenio de la extension simbodlica del lenguaje FASILL, las técnicas de
calibrado de programas simbolicos y la transformacion de desplegado difuso.

Aportaciones teodricas al lenguaje FAsSILL

Las primeras contribuciones de esta tesis se centran en aspectos tedricos del
lenguaje FASILL. Aunque en este trabajo no aportamos ninguna novedad en
lo referente a la seméantica operacional o declarativa de FASILL, originalmente

171
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descritas en trabajos preliminares [JIMP17, JIMP18], la transformacion de des-
plegado difuso ha requerido la formulacién y demostracion de algunos resultados
tedricos previos que hemos presentado en [JIMR22a, JIMR22b]. En particular:

(1) hemos demostrado que, aunque la regla de computacion de FASILL no
es independiente en general, si lo es respecto de los pasos interpretativos
(véase el teorema 3.1);

(2) hemos demostrado que el algoritmo de unificacion débil que utiliza FASILL
genera sustituciones idempotentes (véase la proposicion 2.4);

(3) hemos definido el operador de composicion paralela débil (véase la defini-
cion 2.41), y hemos estudiado su relacion con la composicion estandar de
sustituciones (véase la proposicion 2.41).

De forma mas general, en [JIMR22b] hemos analizado las propiedades alge-
braicas de las sustituciones en el contexto de las relaciones de similitud, donde
el conjunto de sustituciones idempotentes conforma una estructura de reticulo,
cuya cota minima superior se define como el operador de composicion paralela
débil.

Desarrollo e implementacién del sistema FAsSILL

Una de las contribuciones transversales (pero no por ello menos importante)
de este trabajo ha sido la implementaciéon y el mantenimiento de un entorno
de programacion logico difuso que soporte todas las caracteristicas del lengua-
je FASILL, y que nos permita incorporar todas las técnicas y transformaciones
que estudiamos en esta tesis. El sistema FASILL es una implementacion de alto
nivel escrita en Prolog que permite activar y desactivar las diferentes compo-
nentes difusas del lenguaje, y que dispone de un amplio conjunto de predica-
dos incorporados para el manejo de excepciones, la comparacién de términos,
la evaluacién y comparaciéon aritmética, el procesamiento de &dtomos, etcéte-
ra. En [JIMR20] proporcionamos una descripcion detallada tanto del lenguaje
FASILL como de su implementacién, sentando las bases sobre las que hemos
llevado a la practica las técnicas de calibrado y desplegado de programas logi-
cos difusos integrados. El codigo fuente de FASILL esta disponible en GitHub:
https://github.com/jariazavalverde/fasill. Ademas, hemos desarrollado
una aplicacién web que permite ejecutar, calibrar y desplegar programas 16gi-
cos difusos en linea [MR17, MR19a|, que esta disponible a través de la URL
https://dectau.uclm.es/fasill/sandbox. En resumen:

(1) hemos desarrollado el sistema FASILL, que es un entorno de programa-
cion logico difuso que integra distintas componentes difusas en una misma
herramienta;

(2) hemos implementado las técnicas de calibrado y desplegado difuso sobre
el sistema FASILL, lo que nos ha permitido estudiar y medir el rendimiento
de las distintas técnicas propuestas en la tesis;
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(3) hemos dispuesto una aplicacion web que permite probar todas las funcio-
nalidades del sistema FASILL de forma céomoda y segura, sin necesidad de
instalacion.

Por otra parte, en [GMM™17, GMRS18| hemos avanzado en el desarrollo
de herramientas graficas para el disefio y anéalisis de reticulos y relaciones de
similitud que permiten cargar, exportar y visualizar de forma cémoda reticulos
completos y esquemas de similitud compatibles con el sistema FASILL.

La extension simbodlica SFASILL

Como preambulo a la introduccion de las técnicas de calibrado de programas
logicos difusos, ha sido necesario disenar una extension simbélica de FASILL que
permita anotar valores y conectivas simbolicas (que no pertenecen al reticulo
asociado al programa) tanto en las reglas como en las relaciones de similitud.
En [MPRV17] introducimos por primera vez una extensiéon simbélica para pro-
gramas multi-adjuntos, que pueden verse como programas FASILL sin relaciones
de similitud. Posteriormente, en [MR20, MR21| adaptamos esta extension sim-
bolica a FASILL considerando también las relaciones de similitud simbdélicas, que
suponen un reto adicional al no garantizarse en general la existencia de las mis-
mas respuestas computadas difusas antes y después de aplicar una sustitucion
simbolica al programa. Por lo tanto:

(1) hemos elaborado una extension simbolica de FAsIiLL, llamada SFASILL,
que nos permite introducir constantes simboélicas en las reglas y en las
relaciones de similitud de los programas logicos difusos, postergando la
evaluaciéon de las mismas hasta que los valores son conocidos;

(2) hemos disenado un algoritmo de cierre simbolico que a partir de un es-
quema de similitud simbélico computa una relacién de similitud simbolica
valida (véase el algoritmo 4.1);

(3) hemos demostrado que, cuando el programa no contiene constantes sim-
bolicas en la relacion de similitud asociada, el programa simbolico lleva a
las mismas respuestas computadas difusas si: ) aplicamos una sustitucion
simbolica al programa y después calculamos la derivacion; o si i) calcu-
lamos la respuesta computada difusa simbolica, aplicamos la sustitucion
simbolica a dicha s.f.c.a. y calculamos los tultimos pasos interpretativos.
(véase el teorema 4.1);

(4) cuando el programa contiene constantes simbolicas en la relacion de simi-
litud, hemos caracterizado el tipo de programas y sustituciones simbdlicas
que son seguras (véase la definicién 4.6) en el sentido de que preservan
las respuestas computadas difusas independientemente de si se aplica la
sustitucion simbolica al programa antes de calcular la derivaciéon, o a la
respuesta computada difusa simbolica correspondiente (véanse los teore-
mas 4.2 y 4.3);
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(5) hemos implementado la extension simbolica en el sistema FASILL, que
puede ser deshabilitada mediante una directiva del lenguaje.

Calibrado de programas logicos difusos

El primero de los objetivos fundamentales de esta tesis es el diseno de téc-
nicas eficientes de calibrado de programas logicos difusos integrados. Dado un
programa simbolico, su calibrado consiste en la busqueda automética de la mejor
sustitucion simbélica que minimiza la desviacion de sus posteriores respuestas
con respecto a una serie de casos de prueba —esto es, una serie de objetivos
junto a los grados de verdad esperados para los mismos— introducidos por el
usuario. En [MPRV17] definimos las primeras técnicas de calibrado para progra-
mas multi-adjuntos, que posteriormente adaptamos a FASILL en [MR20, MR21].
Después, en [RM20] integramos las técnicas de calibrado con resolutores de sa-
tisfacibilidad y mostramos algunas de sus aplicaciones, como la equivalencia de
circuitos combinacionales o la regresion lineal, al tiempo que utilizamos el cali-
brado en el proceso de entrenamiento de redes neuronales [MPR19b| y en la fle-
xibilizacion de consultas FSA-SPARQL [AJBTMR19, AJBTMR21, AJBTMR22].

De manera sintetizada:

(1) hemos diseiado un algoritmo de calibrado basico que unicamente hace
uso de la semantica operacional de FASILL (véase el algoritmo 5.1) y que,
de alguna manera, sienta las bases del resto de técnicas de calibrado mas
eficientes;

(2) hemos diseniado un algoritmo de calibrado simbolico basado en la seméan-
tica operacional de la extension simbolica SFASILL (véase el algoritmo 5.2)
que calcula menos derivaciones y permite reducir automaticamente el es-
pacio de buisqueda (véase el algoritmo 5.3);

(3) hemos combinado el algoritmo de calibrado simbolico con resolutores de
satisfacibilidad para realizar la busqueda de la mejor sustitucion simbolica
mediante un resolutor SMT como Z3, lo que supone un nuevo incremento
drastico de eficiencia en algunas aplicaciones;

(4) hemos implementado en el sistema FASILL los algoritmos de calibrado ba-
sico, calibrado simbolico (disjunto) y calibrado basado en satisfacibilidad,
que ademas pueden ser ejecutados en la aplicacion web;

(5) hemos utilizado las técnicas de calibrado en diversos dominios de aplica-
cién de interés, como la verificaciéon de la equivalencia de circuitos combi-
nacionales, el entrenamiento de redes neuronales y modelos de regresion
lineal y la web semantica.

Desplegado de programas légicos difusos

El segundo de los objetivos fundamentales de esta tesis es la adaptacion de
la transformacion de desplegado, clésica de otros paradigmas declarativos como
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el 16gico y el funcional, a los programas logicos difusos integrados, que permite
generar cdédigo maés eficiente al aplicar pasos de computaciéon sobre los cuerpos
de las reglas. En [MPR17| adaptamos la transformacion de desplegado a los
programas FASILL y planteamos algunos de los problemas de correcciéon y com-
pletitud que pueden aparecer. Posteriormente, en [JIMR22a] caracterizamos los
programas que pueden ser desplegados con seguridad, preservando las respues-
tas computadas difusas y damos las demostraciones de correccién y completitud
de la transformacion. Concretamente:

(1) hemos adaptado la transformacion de desplegado a nuestro entorno difuso
(véase la definicion 6.1);

(2) hemos detectado las principales fuentes de problemas que pueden surgir
a la hora de aplicar pasos de desplegado difuso sobre los programas FA-
SILL y hemos establecido unas condiciones de seguridad para garantizar la
correccion de la transformacion (véanse las definiciones 6.4, 6.5 y 6.6);

(3) hemos demostrado las propiedades de correccion, completitud y eficiencia
de la transformacion de desplegado difuso para programas FASILL (véanse
los teoremas 6.1, 6.2 y 6.3);

(4) hemos implementado en el sistema FASILL la transformacion de desplegado
difuso y, ademas de poder ser ejecutada en la aplicacion web, también es
capaz de reportar si el desplegado verifica las preceptivas condiciones de
seguridad;

(5) hemos medido la ganancia de eficiencia de la transformacion de desplegado
difuso, comparando los tiempos de ejecucion y el namero de inferencias de
de los programas FASILL desplegados respecto a los programas originales.

Ademés, en [MPR19a, MR19b] relacionamos las técnicas de desplegado di-
fuso con la extension simbolica del lenguaje FASILL y las sucesivas técnicas de
calibrado.

7.2. Trabajo futuro

En esta seccion detallamos las lineas de investigacion en las que estamos tra-
bajando actualmente en nuestro grupo DEC-TAU, como es el caso del desplegado
de programas logicos difusos basado en guardas, ademas de otras posibles lineas
de trabajo que podrian iniciarse en un futuro, como el calibrado de programas
simbolicos basado en programacion ldgica con restricciones o el desplegado de
programas simbolicos.

Calibrado basado en programacioén légica con restricciones

En [RM20] hemos estudiado como es posible integrar las técnicas de cali-
brado de programas légicos difusos con resolutores de satisfacibilidad moédulo
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teorias y hemos comprobado su viabilidad mediante una serie de casos practicos.
Como ya comentamos en la seccién 5.4, una de las principales desventajas del
algoritmo de calibrado basado en satisfacibilidad que hemos implementado con
73 es que requiere una traducciéon manual del reticulo asociado al programa, de
Prolog a SMT-LIB.

Por su parte, la programacion logica con restricciones (CLP) es una exten-
sion de la programacion logica que incluye conceptos sobre satisfacibilidad de
restricciones [JL.87]. Muchos sistemas Prolog modernos [KLB*22] extienden la
nocién de variable légica para permitir que una variable se ligue a un dominio
en lugar de a un valor en concreto, o para establecer restricciones sobre los va-
lores a los que se puede ligar [Boi86, BS91]. Por ejemplo, Swi-Prolog permite
extender el mecanismo de unificacion [Neu90] mediante variables con atributos,
originalmente definidas en [Hol92]. Esto ha permitido implementar en Prolog
diversas bibliotecas de CLP sobre distintos dominios [Tril2, Tril6, Trilg].

Como linea de trabajo futuro nos proponemos integrar las técnicas de cali-
brado de programas simbélicos con estas bibliotecas de programacion légica con
restricciones con el fin de mejorar la eficiencia del calibrado sin la necesidad de
tener que expresar el reticulo en dos lenguajes diferentes.

Desplegado difuso basado en guardas

En [JIMR22a| hemos definido una transformacion de desplegado difuso que,
en general, no siempre preserva las respuestas computadas difusas del progra-
ma original. Por lo tanto, hemos caracterizado los programas que pueden ser
desplegados de forma segura imponiendo una serie de condiciones de seguridad
que las reglas deben satisfacer. Dado que la funcién de selecciéon de FASILL no es
independiente, cuando no es posible desplegar de forma segura una regla resol-
viendo el 4tomo mas a la izquierda, entonces no es posible seguir desplegando
dicha regla, ya que resolver cualquier otro &tomo podria afectar a la correcciéon
de la transformacion.

En esta linea, estamos trabajando en un paso de desplegado alternativo
que, dada una regla que no pueda ser desplegada de forma segura en base a la
definicion 6.7, permita dar un paso de computaciéon sobre su cuerpo sin aplicar
las partes inseguras de los w.m.g.u. generados. Para ello, el &tomo explotado es
reemplazado por una serie de guardas cuyas condiciones son la representacion
ecuacional de las partes inseguras de los unificadores débiles y cuyos cuerpos
son el cuerpo de las reglas con cuyas cabezas unifico el atomo explotado (a
los que se les aplica la parte segura de las sustituciones). Para llevar a cabo
esta transformacion de desplegado difuso basado en guardas debemos introducir
una nueva estructura de control en la semantica operacional de FASILL, que se
comportaria como una combinacion de los operadores (->)/2 (condicional),
(;)/2 (disyuncién) y (*->)/2 (corte blando) de Prolog, de forma que:

= el operador condicional nos permite expresar una guarda que ejecuta el
cuerpo si el problema de unificacién tiene éxito;



7.2. TRABAJO FUTURO 177

= la disyuncién nos permite expresar varias guardas que simulan por reeva-
luacion todas las posibles formas de dar un paso de computaciéon explo-
tando un atomo (comportandose como un paso de éxito en la seméntica
operacional de FASILL);

= vy el corte blando, en combinacién con la disyunciéon, nos permite definir
una rama de fallo que se ejecuta tinicamente si todas las guardas anteriores
fallan (comportandose como un paso de fallo en la seméntica operacional
de FAsILL).

Aunque este paso de desplegado basado en guardas no genera codigo més
eficiente por sf mismo (en el sentido de que no reduce la longitud de las deriva-
ciones) puede ser util para habilitar futuros pasos de desplegado (clasico) en los
cuerpos de las guardas que si mejoran la eficiencia del programa.

Desplegado difuso de programas simbélicos

En [MPR19a, MR19b] hemos aplicado la transformaciéon de desplegado difu-
so sobre programas simbolicos para tratar de reconciliar los tiempos de ejecucion
de los algoritmos de calibrado bésico y simbélico. La idea es conseguir una mejo-
ra significativa en el tiempo de ejecucion del método bésico sin volver a incurrir
en el principal inconveniente del método simboélico: descartar sustituciones sim-
bolicas inseguras que, en ocasiones, resultan ser las mas 6ptimas. Una solucion
al problema de las sustituciones simboélicas inseguras podria pasar por disenar
un nuevo algoritmo de calibrado que combine los métodos de calibrado basico y
simbolico para que, en lugar de descartar las sustituciones simbélicas inseguras,
estas sean comprobadas en P#© a partir de los objetivos originales de los casos
de prueba (como en el método basico) en lugar de a partir de las s.f.c.a. de los
objetivos de los casos de prueba (como en el método simbdlico).

Aunque podemos aplicar la transformaciéon de desplegado sobre programas
simbolicos (ya que la implementacion de la seméantica operacional simbolica
es transparente a la del desplegado) todavia no hemos estudiado la correccion
de esta transformacion en el marco de SFASILL. Como linea de trabajo futuro
nos proponemos estudiar las propiedades fundamentales de la transformacion
de desplegado difuso sobre SFASILL con el fin de mejorar la eficiencia de los
algoritmos de calibrado que no hacen uso de la semantica operacional de la
extension simbolica. En esta linea, el desplegado difuso basado en guardas podria
ser crucial para gestionar de forma segura las similitudes simbolicas entre (los
atomos de) los cuerpos de las reglas desplegadas y las cabezas de las reglas
desplegantes.
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Anexo A

Reticulos completos en FASILL

El lenguaje FASILL permite que cada programa logico difuso describa su
propia nociéon de verdad y sus propias conectivas difusas mediante la definicion
de un reticulo completo asociado al programa. En este anexo describimos los
reticulos utilizados a lo largo de la memoria, incluyendo las conectivas definidas
sobre los mismos, y algunos aspectos practicos relacionados con el sistema FA-
SILL. Ademés, proporcionamos el codigo completo de su implementacion, tanto
en Prolog como en SMT-LIB.

A.1. Reticulo en el intervalo unitario

El intervalo unitario I (véase la figura A.1) es el intervalo cerrado [0,1],
compuesto por todos los nimeros reales mayores o iguales que 0 y menores o
iguales que 1. Este intervalo es un conjunto totalmente ordenado y un reticu-
lo completo con la relacion de orden usual de los nameros reales: (I,<). En
particular, el infimo y el supremo de I son respectivamente los valores 0 y 1.

member (X) :- number(X), X >= 0.0, X =< 1.0.
leq(X, ¥) :- X =< Y.

bot (0.0) .

top(1.0).

supremum(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).
distance(X,Y,Z) :- Z is abs(X-Y).

Es importante remarcar que, debido a la naturaleza simbolica tanto de Pro-
log como de FASILL, en estos lenguajes los términos 0.0 y 1.0 son distintos

Figura A.1: Intervalo unitario como subconjunto de la recta real.
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Fggodel(x,y) = min{z,y} Flgoder(x,y) = max{z, y}
Fguka(2,y) = max{z +y — 1,0}  Fiupa(r,y) = min{z +y, 1}
Feproa(z,y) = xy Flprod(T,y) =1 +y —xy
Faaver(2,y) = (z +y)/2 Fageom (,y) = \/ZY

(

)
— 2
F@very $) =T

Figura A.2: Funciones de verdad de las conectivas difusas definidas en el reticulo
unitario (I, <).

a los términos 0 y 1, aunque su evaluacién aritmética si produce los mismos
resultados. Es decir, el objetivo “0 = 0.0” falla (los términos no unifican), pero
el objetivo “0 =:= 0.0” tiene éxito (los términos se evalian al mismo valor).
Por lo tanto, cuando se utiliza el reticulo unitario en un programa FASILL, es
aconsejable denotar los valores 0 y 1 mediante los términos 0.0 y 1.0. Si quere-
mos forzar el uso de estos términos, podemos reemplazar la descripcion anterior
del predicado member/1 por la siguiente definicion que comprueba si el término
es un namero real.

member (X) :- float(X), X >= 0.0, X =< 1.0.

Este reticulo viene cargado por defecto en el sistema FASILL y equipado
con las conectivas procedentes de las logicas de Godel, de Lukasiewicz y del
producto, junto a los agregadores de la media aritmética, la media geométrica
y el modificador lingiiistico “muy”, cuyas funciones de verdad se resumen en la
figura A.2. Estas conectivas se codifican en Prolog como sigue:

and_prod(X,Y,Z) - Z is Xx*Y.
and_godel(X,Y,Z) :- Z is min(X,Y).
and_luka(X,Y,Z) :- Z is max(X+Y-1.0,0.0).
or_prod(X,Y,Z) - Z is (X+Y)-(XxY).
or_godel(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).
or_luka(X,Y,Z) - Z is min(X+Y,1.0).
agr_aver(X,Y,Z) :- Z is (X+Y)/2.
agr_geom(X,Y,Z) :- Z is sqrt(X*Y).
agr_very(X,Y) - Y is X#X.

El codigo completo de este reticulo codificado en Prolog! y en SMT-LIB?
puede consultarse en el repositorio de FASILL.

Thttps://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/real.lat.pl
?https://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/real.lat.smt2
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Figura A.3: Diagrama de Hasse del conjunto ordenado B = {0, 1}.

A.2. Reticulo booleano

En algebra, un reticulo booleano [MO97] es un reticulo (L, <) acotado y
distributivo en el que para cada elemento x € L existe un tnico elemento com-
plementario =z € L. Un ejemplo canénico de reticulo booleano completo es el
conjunto B = {0,1}, donde 0 y 1 representan respectivamente los valores de
verdad “falso” y “verdadero” y cuya relacion de orden < se define de la siguiente
forma:

r<ysiysolosiz=00y=1,

que se ilustra como un diagrama de Hasse en la figura A.3. En esta memoria
nos referimos por reticulo booleano a este reticulo de dos elementos (B, <), no
a su definicién mas general.

member (false). member (true).

leq(false, _). leq(_, true).

bot(false).

top(true) .

supremum(false,Y,Y). supremum(true,_,true).
distance(X,X,0). distance(_,_,1).

En FASILL representamos los elementos de este reticulo mediante los &tomos
false y true, y utilizamos la nocién de distancia discreta a la hora de cali-
brar programas logicos (véase el ejemplo 5.1). Ademaés, equipamos este reticulos
con las conectivas logicas usuales: la conjuncién, la disyuncién, la disyuncion
exclusiva y la negacion.

and_bool (true,true,true). and_bool(_,_,false).
or_bool(false,false,false). or_bool(_,_,true).
agr_xor(X,X,false). agr_xor(_,_,true).
agr_not(true, false). agr_not(false,true).

Notese que los agregadores Q,,,. y @Q,,,; no satisfacen las condiciones que exigi-
mos en la definicion 2.36. En particular, no son mondétonos crecientes ni cumplen
las condiciones de frontera. Sin embargo, en la préctica resultan de utilidad y
son convenientes para algunos programas como, por ejemplo, en la verificacion



182 ANEXO A. RETICULOS COMPLETOS EN FASILL

—00 0 +00

Figura A.4: Recta real extendida R.

de la equivalencia de circuitos combinacionales descrita en la seccién 5.6.1. El
codigo completo de este reticulo codificado en Prolog® y en SMT-LIB* puede
consultarse en el repositorio de FASILL.

A.3. Reticulo en la recta real extendida

La recta real extendida R (véase la figura A.4) se obtiene a partir de los
nimeros reales R al afiadir dos nuevos elementos: +oco (infinito positivo) y —oo
(infinito negativo). La recta real extendida puede convertirse en un conjunto
totalmente ordenado al definir —oco < & < +o00 para todo x € R, y conforma
un reticulo completo, donde los elementos —oco y +00 son respectivamente el
infimo y el supremo de R.

member (+inf) . member (-inf). member (X) :- number(X).
leq(X, Y) :- X =< Y.

bot (-inf) .

top(+inf) .

supremum(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).
distance(X,Y,Z) :- Z is abs(X-Y).

En FASILL representamos los elementos de R como niimeros y los elementos
400 y —oo como los términos compuestos +inf y -inf. En Swi-Prolog, el
atomo inf representa una funcién evaluable y, por lo tanto, podemos utilizar
los predicados de comparacion y evaluacién aritmética usuales sobre ellos. En
un sistema Prolog que no soporte tal funcién podemos definir explicitamente el
comportamiento de estos elementos, por ejemplo:

leq(-inf, _). leq(_, +inf).
leq(X, Y) :- number(X), number(Y), X =< Y.

Ademas, equipamos este reticulo con las siguientes conectivas, cuyas funcio-
nes de verdad se describen en la figura A.5.

and_min(X,Y,Z) :- Z is min(X,Y).
or_max(X,Y,Z) :- Z is max(X,Y).
or_add(+inf,_,+inf). or_add(_,+inf,+inf).
or_add(-inf,_,-inf). or_add(_,-inf,-inf).

Shttps://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/bool.lat.pl
4nttps://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/bool.lat.smt2
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or_add(X,Y,Z) :- Z is X+Y.
agr_mul (X,Y,Z) :- Z is X*Y.

Se observa que, al igual que algunos agregadores definidos en el reticulo boo-
leano, el agregador @,,,; no satisface las condiciones que exigimos en la defini-
cion 2.36, pero resulta de utilidad en algunos problemas, como por ejemplo el
calibrado de modelos de regresion lineal que se describe en la secciéon 5.6.2. De
hecho, dejamos como indefinido su comportamiento cuando alguna de las en-
tradas es 400 0 —oo. El codigo completo de este reticulo codificado en Prolog®
y en SMT-LIB® puede consultarse en el repositorio de FASILL.

F&min(x7 il/) = ml’n{m, y} ﬂmar(xa y) = méx{ax y}
+0o0 si z=4000y=+00

Flaga(z,y) =q -0 si z=-c0oy=-00 Fanpu(z,y) =2y
r+y si x,yeR

Figura A.5: Funciones de verdad de las conectivas difusas definidas en el reticulo
de la recta real extendida (R, <).

A.4. Reticulo para FSA-SPARQL

Las consultas FSA-SPARQL actuian sobre grados de verdad en el intervalo
unitario [0, 1]. Sin embargo, los conjuntos difusos se representan como funciones
trapezoidales (véase la seccion 5.6.4) que toman valores en R. Por lo tanto,
el reticulo asociado a los programas FSA-SPARQL es una variante del reticulo
unitario donde se relaja la nocién de grado de verdad para aceptar cualquier
valor real, aunque el infimo y el supremo siguen siendo respectivamente los
elementos 0 y 1.

:- op(200, xfx, 7).

member (X~~'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal ') : -number (X) .
leq(X~"T, Y°°T) :- X =< Y.

bot (0.0~ 'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal') .
top(1.0~"'http://www.w3.0rg/2001/XMLSchema#decimal') .
supremum(X~"T,Y""T,Z~"T) :- Z is max(X,Y).
distance(X~"T,Y""T,Z~"T) :- Z is abs(X-Y).

Las consultas FSA-SPARQL devuelven el tipo de dato junto al resultado, asi
que hemos declarado el operador infijo (*~) /2 en el reticulo para anotar el valor
decimal en los grados de verdad. Aunque bajo esta definicion del predicado

Shttps://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/real.lat.pl
Shttps://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/real.lat.smt2
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F@mean(xvy) = (.’E + y)/2
F@wmean(wam7y) = wr + (1 - w)y

ur+vy siu+v<1
F@wsum(uaxvvvy) = { 0 stiu+ov>1

Fowmaz(u, z,v,y) = méx{min{u, 2}, min{v, y}}
Fowmin(u, z,v,y) = min{méx{l — u, z}, max{l — v, y}}
Favery(z) = 2

Famore_or_less(T) = /T

Faciose to(x,1,a) =1/(1+ ((x —1)/a)?)

0 si z<a

Faat least(m7l7a): (33—0;)/(1—0,) si a<z<l
- 1 si <z
0 si x>a

Faat most(x,l,a) =4 (a—x)/(a—1) si a>z>1
B 1 si <l

Figura A.6: Funciones de verdad de las conectivas difusas definidas en el reticulo
de F'SA-SPARQL.

member/1 FASILL puede interpretar cualquier valor de R como un grado de
verdad, los valores fuera del intervalo [0,1] solo deberian utilizarse dentro del
agregador @Q;,qpez0idal que modela la funcién trapezoidal descrita en la ecuacion
5.4, que a su vez genera un valor en [0, 1].

agr_trapezoidal(A~~T, _B~~T, _C~~T, D~~T, X~°T, 0°°T) :-
X <A ; X>D.
agr_trapezoidal(A~~T, B~~T, _C~~T, _D~°T, X~°T, Y~°T) :-
A=<X, X=<B, (BkrA=:=0->Y=1;Yis (X-4)/(B-4)).
agr_trapezoidal(_A~~T, B~~T, C~~T, _D~°T, X~°T, 1°°T) :-
B =< X, X =< C.
agr_trapezoidal(_A~"T, _B~"T, C~~T, DT, X~°T, Y~°T) :-
C=<X,X=<D, (D-C=:=0->Y=1 ;Y is (D-X)/(D-C)).

Ademas de este agregador, el reticulo esta equipado con todos los operadores
difusos definidos en FsaA-SPARQL [AJBTMR22|, entre los que se incluyen las
conectivas procedentes de las logicas de Godel, de Yukasiewicz y del producto,
junto al resto de conectivas que se describen en la figura A.6, y que se codifican
en Prolog como sigue:

agr_mean(X~"T,Y""T,Z~"T) :- Z is (X+Y)/2.
agr_wmean(W~~T,X~"T,Y""T,Z~"T) :- Z is WxX+(1-W)*Y.
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agr_wsum(U~"T,X~"T,V""T,Y""T,Z""T):- U+V =< 1.0, Z is UxX+VxY.
agr_wsum(U~"~T,X~~T,V~"T,Y""T,0.0""T).
agr_wmax(U~"~T,X~~T,V~~°T,Y""T,Z""T) :-

Z is max(min(U,X),min(V,Y)).
agr_wmin(U~~T,X~~T,V~"T,Y""T,Z~"T) :-

Z is min(max(1-U,X) ,max(1-V,Y)).
agr_very(X~"T,Z~"T) :- Z is X*X.
agr_more_or_less(X~"T,Z~"T) :- Z is sqrt(X).
agr_close_to(X~"T,L~"T,A~"T,Z""T) :- Z is 1.0/(1.0+((X-L)/A)"2).
agr_at_least(X~"T,L~"T,A""T,Z~"T) :- X =< A, Z is 0.0.
agr_at_least(X~"T,L~"T,A""T,Z""T) :-

A<X, X<L, Zis (X-4)/(L-4).
agr_at_least(X~~T,L~"T,A""T,Z~"T) :- L =< X, Z is 1.0.
agr_at_most(X~~T,L~"T,A~"T,Z~"T) :- X >= A, Z is 0.0.
agr_at_most(X~~T,L~"T,A~"T,Z""T) :-

A>X,X>L, Zis (A-X)/(A-L).
agr_at_most(X~~T,L~"T,A~"T,Z""T) :- X =< L, Z is 1.0.

El cédigo completo de este reticulo codificado en Prolog” puede consultarse
en el repositorio de FASILL.

"https://github.com/jariazavalverde/fasill/blob/master/lattices/fsa.lat.pl
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